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Introduccion



El modelo del ciclo econdmico real (RBC)

Kydland y Prescott usan un modelo neoclasico de crecimiento para
estudiar fluctuaciones econémicas. Los pasos de su metodologia:

1. Partir del modelo neoclasico de crecimiento

2. Modificar las cuentas nacionales para hacerlas consitentes con la teoria

3. Restringir modelo para que sea consistente con los hechos del crecimiento
4. Introducir un proceso de shock de Markov

5. Hacer una aproximacion lineal-cuadratica

6. Calcular el equilibrio competitivo

7. Simular la economia del modelo

8. Examinar los indicadores clave del ciclo econdmico y realizar inferencias
cientificas

9. Revisar consistencia del modelo con observaciones de hogares y firmas
individuales.



Algunos conceptos utiles



Proceso estocastico de tiempo discreto

- Un proceso estocastico de tiempo discreto es una
coleccion de variables aleatorias, indexadas por un
tiempo discreto. Por ejemplo {Y;};° __, donde ¥; es una
variable aleatoria.

—00!

- Una serie de tiempo es una coleccion de realizaciones
provenientes de un proces estocastico de tiempo discreto.
Por ejemplo {y};-_ .., donde y; es el valor que tomo la
variable aleatoria Y;.



Estacionariedad estricta

Un proceso estocastico es estrictamente estacionario si todas
sus variables aleatorias tienen la misma distribucion.




Autocovarianza

En un proceso estocastico, la autocovarianza de j rezagos es

Yj = Cov (Y, Yi—j) = E[(Ye — p) (Ye—j — w)]



Estacionariedad en covarianza

Una serie de tiempo {Yi};2_
para todo momento ¢ se cumple

es covarianza-estacionaria si

EY)=p
Var (Y;) = o2
Cov (Ytay} ]) =7

es decir, su media, su varianza, y sus autocovarianzas son
constantes en el tiempo.



Ejemplo 1:
Procesos no estacionarios



E (Y;) cambia con el tiempo.




Var (Y;) cambia con el tiempo.




Representacion de un proceso estacionario

- En dominio de tiempo 7:

()
Yr = p+ Z ¢T€t—r
7=0

- En dominio de frecuencias w:

Yt = p+ / [, cos(wt) + 0, sin(wt)] dw
0



El espectro de un proceso aleatorio con autocovarianzas v; s
la funcion

1 oo
= —— 2 > 1
- Yo + ]21 7; cos(wy)

Su inversa es la autocovarianza:

Vi —/ sy (w)e™* dw

—T

_ / " sy (w)cos(wk) dw

—T



Ejemplo 2:

Espectro de un proceso ruido
blanco



El proceso ruido blanco {e};2 . cumple que

* Eﬁt =0
- Vare = o2

- Cov(et, e4—x) = 0 para todo k # 0

Su espectro es

1 > .
se(w) = 5= 170 +2) 7 cos(wy)
j=1
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Interpretacion del espectro

- El espectro es simetrico: s(—w) = s(w)
- La varianza de un proceso estocastico es

™

Yo = /7r sy (w)cos(wx0) dw :/

—T —T

™
sy (w) dw = 2/ sy (w) dw
0
- Entonces, el espectro permite descomponer la varianza de

un proceso como la suma de las varianzas aportadas por
ciclos de distintas frecuencias.

"



Ejemplo 3:
El ciclo economico



- La relacion entre frecuencia w y periodicidad p es:
wp = 27

- Suponga que el PIB trimestral sigue un proceso
estocastico estacionario, y que se define el ciclo
economico como aquellos movimientos ciclicos del PIB
que se repiten cada 6 a 32 trimestres.

- La varianza del PIB trimestral asociada al ciclo economico

ES
/3
2/ sy (w) dw
w/16
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Procesos estacionario (luego de transformarse)

Suponga que {S;};2__ es un proceso estacionario. Entonces

—0o0

- {Xi}2_ ., s un proceso estacionario alrededor de una
tendencia si
Xi=a+pt+ S

- {Z:};2_, €s un proceso estacionario en diferencia si

Zy =2y 1+ 5
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La formula de Euler

La formula de Euler muestra que

e =cosw + isinw

Esto implica que

e +e ™ =2cosw

e —e ™ =2isinw
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- Un filtro es una transformacion de un proceso estocastico
en otro por medio de una operacion con rezagos:

X, = ALY,

- Si el espectro del proceso original es sy (w), entonces el
espectro del proceso filtrado es

sx(w)=A (ei‘“) A (e_iw) sy (w)
- Altérmino A (e™) A (e=*) se le conoce como la ganacia

cuadratica del filtro.
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Ejemplo 4:
Obteniendo el espectro



Suponga que X; se obtiene por primera diferencia de Y;:
Xi=Y Y 1=(1-L)Y;
La ganancia cuadratica de esta operacion es:

(1-e*)(1-e™)=2—(e“+e ™) =2(1 — cosw)

= bt = =
v

Square gain
=

i | | i
o T/ T2 3=
frequency (w)

El filtro aumenta (disminuye) varianza de componentes que tardan menos (mas) de 6 periodos en repetirse.




El proceso AR(1) es

Yt = QY1 + €&
=(1- ¢L)_1€t

Entonces su espectro es

sy(w) = (1 - gbeiw)_l (1 - gbe_iw)_l
= [1+¢%—¢(e™ +e ™)

0,2

27 (1 + ¢? — 2¢ cosw)

Se(w)
2

o
2




El proceso MA(1) es

yr =€+ 01 =(1+6L)e

Entonces su espectro es

sy(w) = (1+ Ge’w) (1+ 96_’“) Se(w)
2

)

=[1+6%+0(e“+e™)]

o2 (1 +62%+20 cosw)
2T

DO
of




El filtro Hodrick-Prescott



Desagregacion de una serie de tiempo

- Tenemos una muestra de 7" observaciones de la variable
aleatoria Yy:

{y17y27 000 7yT}

- Y; tiene dos componentes: crecimiento (tendencia) s; y
ciclo ¢;.

Y= St + ¢

- Asumimos que la tentencia es una curva suave, aunque
no necesariamente una linea recta.
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Tendencia en los datos

Y, S,

\

Yt = St + C¢

—

tendencia
datos
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Objetivos en conflicto

- Para “extraer” la tendencia, buscamos una nueva serie

{517527 .. '7ST}7

balanceando estos dos objetivos:

1. el ajuste a los datos originales
2. que la tendencia resultante sea suave

- La importancia relativa de estos dos factores se pondera
con el parametro \.
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El filtro Hodrick-Prescott

Formalmente, la tendencia se define por:

81y.-58T

T -
si'" = argmin { (e — 56)° + A Z [(st+1 — 8t) — (5t — St—l)]Q}
=1l =

Iy T-1
= argmm {Z Yt — St)2 + A E (St+1 — 284 + Stl)Q}

:::: t=1 t=2
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Un pequeno truco de algebra lineal

Definamos las matrices

ol S1

s

yr ST
1 -2 1 0 00 0 O
o 1 -21 ... 00 0 O

Ar_oxr =
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Reescribiendo el problema de optimizacion

S1,...,8T

T T—1
2
Si = argmin (ye — St Z (St+1 — 28¢ + 5¢-1)
t=1 =)

= arg;nin {(Y —=8) (Y — S) + A(AS)'(AS)}

= argmin {Y'Y — 2Y'S + S'(I + AA'A)S}
S

2%



Resolviendo el problema

- Tomando la condicion de primer orden

SHE = argmin {Y'Y — 2Y'S + S'(I + AA’A)S}
S

= —-2Y +2(I+XA'4)S=0

- Entonces, el filtro HP es

SHP = (T +24'A4)™"

CHP =y - $HP — [1— (1+244)7'|Y  (ciclo)

Y (tendencia)
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Escogiendo \

- El resultado de filtrar es muy sensible a la escogencia de A
- Como regla, el A que se escoge depende de la frecuencia
de los datos

- Anual = 100
- Trimestral = 1600
- Mensual = 14400
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Ejemplo 5:
Series filtradas con A = 1600



PIB real EEUU, dolares de 2009

15000 —— GDP
—— GDP_trend

10000

5000

billions of 2009 US$

1949 1959 1969 1979 1989 1999 2009
5.0 —— GDP_cycle

25
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% deviation from trend

1949 1959 1969 1979 1989 1999 2009
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Consumo real EEUU, dolares de 2009

—— ©
—— C_trend
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7500
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2500

billions of 2009 US$
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% deviation from trend

—— C_cycle

1949 1959 1969 1979 1989 1999 2009

28



Cogley y Nason 1995

Cuando medimos el componente del ciclo econdomico de una
serie de tiempo, ;es buena idea utilizar el filtro
Hodrick-Prescott?

Si, si la serie de tiempo es estacionaria alrededor de
una tendencia

No, sila serie de tiempo es estacionaria en diferencia
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El filtro Hodrick-Prescott, version asintotica

Si contaramos con infinitas observaciones, la tendencia seria

(0.0 o0
sf{P = argmin Z (ye — st)2 + A Z (St41 — 28t + st,l)Q
& j=—o00 j=—o00
c s 2 —1 2
= argmin Z {(yt—st) +)\[(L —2+L) st} }
St .
j=—00

La condicion de primer orden es
yt—St:)\(L—2—|—L_1)28t
-\ (L0'5 _ L*0‘5)4 s

-1
= 5= [1+A (% -7 Ty
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El componente ciclico

El componente ciclico del filtro HP es

_05\4
CHP _ A (L0.5 — L 0.5)
t 14+ A (L5 — [-05)

4yt

Es decir, podemos escribir el filtro HP (asintotico) como
cHP = A(L)y;, donde

A (L08 — L705)° B(L 2 = )
A(L)_( ) AB(L) AL )

- 14 A (LO5 — ]‘71)_’)")1 1+ MB(L) 1+ AB(L)

Note que B(L~!) = B(L), y por tanto A(L™!) = A(L)
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Espectro de una serie filtrada por HP

Note que
. 4 . 4
B (e“") = (60'5W — 6705%})4 = (2i sin g) =16 sin4%

Asi, el espectro de la serie filtrada esta relacionado con el de
la serie original por

2
16\ sin* &
H)= (m) U
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Ganancia cuadratica del filtro HP

La ganancia cuadratica del filtro HP es

2
16\ sin* &
1+ 16Asin* ¥
El filtro remueve los ciclos de baja frecuencia, pero no altera
los de frecuencia media o alta.
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;Descomposicion espectral de un proceso no estacionario?

- En la practica, el filtro HP se aplica a series no
estacionarias (después de todo, fue disenado para separar tendencia de
ciclo!)

- Sin embargo, la representacion espectral de un proceso
no estacionario no esta definida!

- Para estudiar los efectos de filtrar las series, imagine que
el filtro es un procedimiento que realiza dos operaciones:

1. Estacionariza la serie con una transformacion apropiada
2. Trabaja en el componente estacionario.

- Entonces es posible analizar el efecto del filtro sobre el
componente ciclico estudiando la segunda operacion.
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Filtrando un proceso estacionario alrededor de tendencia

A(L) X,

A(L) ( + Bt + S)

A(L) (o + Bt) + A(L)S;

_AL2(1- L)
1+ AB(L)

_ALT2(1- L)
1+ AB(L)

= A(L)S;

(a+Bt) + A(L)S:

(1—L)? (o + pt) + A(L)S;

Es decir, aplicar el filtro HP a un proceso TS es equivalente a
filtrar solo su componente (ciclico) estacionario.
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Filtrando un proceso estacionario en diferencia

P = A(L)Z,
= A(L)(1 - L)7S;
= (1-L)'A(L)S;

- Es decir, aplicar el filtro HP a un proceso DS no es
equivalente a filtrar solo su componente (ciclico)
estacionario.

- Equivale a aplicar el filtro (1 — L)~! luego de haber
aplicado el filtro A(L).

- La ganancia cuadratica de este segundo filtro es

1 1

2(1 —cosw) (2sin 92)
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Ganancia cuadratica del filtro HP, aplicado a serie DS

En este caso la ganancia cuadratica es

G 2
8\ sin? %
1+ 16Asin* ¥
El filtro aumenta excesivamente la volatilidad de los ciclos de
media frecuencialll
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Leccion

- La aplicacion del filtro Hodrick-Prescott a procesos
estacionarios en diferencia potencialmente sesgara los
resultados que se obtienen de la evaluacion de modelos
RBC.
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El filtro Baxter-King



Requisitos para un filtro

- Debe extraer un rango especificado de periodicidades,
dejando las otras intactas

- El filtro “band-pass” ideal no debe introducir cambios de
fase

- El filtro debe ser una aproximacion optima del filtro
“band-pass” ideal

- La aplicacion del filtro aproximado a una serie con
tendencia debe resultar en una serie estacionaria

- El filtro debe extraer componentes del ciclo real que no
estan relacionados al tamano de muestra

- El método debe ser operacional

39



El filtro ideal

- Burns y Mitchell (NBER) definen los ciclos reales como
componentes ciclicos con una duracion de al menos 6

trimestres, y tipicamente no mas de 32 trimestres.

+ Elfiltro ideal debe extraer las frecuencias w € [25, 27]

L0 -

Square gain

frequency [w)
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El filtro “low pass” ideal

- ELfiltro “low pass” ideal B(w) debe ser tal que

L, |w<w
Blw) =
0, |wl>w
- En dominio temporal este filtro ideal seria

b(L) = i b, LM

h=—00
donde
in(h
=2 y b =00 =12
T h
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El filtro “low pass” ideal: ilustracion

Square gain

0 e w2 ar/d
frequency [w)
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El filtro “low pass” 6ptimo

- Elfiltro “low pass” dptimo para K rezagos se optiene
truncando el filtro ideal al rezago K.

- Asi, el filtro optimo es

K
b(L)= > byL"
h=—K

donde

bo

3 |E

, parah=1,2,....K
hw
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El filtro “high pass” ideal

- Elfiltro “high pass” ideal 5(w) debe ser tal que

8(u) = {0’ o=

1, |w|>w

- En dominio temporal este filtro ideal seria
o0
a(L) = Z ap LM
h=—00

donde

sin(hw)
ho '

a():l—b():l—% y ap=-—b,=— parah=1,2,...
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El filtro “high pass” ideal: ilustracion

Square gain

0 e w2 ar/d
frequency [w)
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El filtro “high pass” optimo

- Elfiltro “high pass” optimo para K rezagos se optiene
truncando el filtro ideal al rezago K.

- Asi, el filtro 6ptimo es

K
a(L) = Z ath
h=—K

donde

w sin(héw
a():l_} y ap = — liw )7

parah=1,2,.... K
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El filtro “band pass” ideal

- El filtro “band pass” ideal S(w) es una combinacion de un
filtro “low-pass” y uno “high-pass”

Blw) = {1’ wsll=o

0, de lo contario

- En dominio temporal este filtro ideal seria

a(L) = Z ath
h=—00
donde
ap = by, — by,
donde by b son los coeficientes de los filtros low-pass con
wYyw
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El filtro “high pass” ideal: ilustracion

Square gain

0 e w2 ar/d
frequency [w)
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El filtro “band pass” optimo

- Elfiltro “band pass” 6ptimo para K rezagos se optiene
truncando el filtro ideal al rezago K.

FIGURE 2.—CONSTRAINED APPROXIMATE HIGH-PAss FILTERS
A. Truncated Filter K=4 B. Truncated Filter K=8

frequency response
frequency response
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C. Truncated Filter K=12 D. Truncated Filter K=16

0.5

frequency response
frequency response
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