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1. Introduccion



Series con estacionalidad

P En una serie de tiempo, estacionalidad es un patrén regular de
cambios que se repite cada s periodos.

» Por ejemplo, una serie mensual es estacional si valores altos
tienden a ocurrir en meses particulares y los valores bajos
tienen a ocurrir en otros meses particulares. En este caso
s =12.

» Para series trimestrales estacionales, s = 4.

» El primer paso para detectar si una serie es estacional es
simplemente graficarla.

A jEstacionalidad no es lo mismo que estacionariedad!

©Randall Romero Aguilar, PhD EC-4301 / 2020.1 1



Ejemplo 1:
Pasajeros del aeropuerto Juan
Santamaria



Cantidad de pasajeros del aeropuerto Juan Santamaria, por mes y residencia

200 { — nhacionales
——— extranjeros

miles de pasajeros

2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019
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» Un grafico estacional es similar a un grafico de tiempo,
excepto que los datos se mapean contra la “estaciéon” en la
cual se observan.

» Permiten percibir el patrén estacional subyacente mas
claramente.

» Es especialmente util para identificar afios en que cambian los
patrones.
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Miles de pasajeros del aeropuerto Juan Santamaria, por mes y residencia
Ene Feb Mar Abr May Jun Jul Ago Sep Oct Nov Dic

nacionales
o « 2
3 8 8

IS
S

extranjeros

14 18 14 18 14 18 14 18 14 18 14 18 14 18 14 18 14 18 14 18 14 18 14 18

> La temporada “alta” de viajes de extranjeros ocurre entre
enero y abril, mientras que la “baja” sucede en
septiembre-octubre.

> La temporada “alta” de viajes de nacionales es en diciembre y
enero, la baja en “febrero”.
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2. Modelo ARIMA estacional



Modelo ARIMA estacional

» En un modelo ARIMA estacional, términos AR y MA predicen
¢ usando valores de datos y errores con rezagos que son
multiplos de s

» Por ejemplo, con datos trimestrales (s=4),

» un modelo autorregresivo estacional de primer orden usa y;_4
para predecir y;, mientras que uno de segundo orden usa

Yt—a, Yi—g para ello.
» un modelo de media mévil estacional de primer orden usa ¢;_4

para predecir y;, mientras que uno de segundo orden utiliza
€t—4, €t—8-

©Randall Romero Aguilar, PhD EC-4301 / 2020.1 5



» Por ejemplo, si quisiéramos pronosticar el nimero de pasajeros
extranjeros que viajaran por el SJO en agosto 2020, tiene
mucho sentido modelar ese valor en funcién del nimero de
pasajeros extranjeros que viajaron por SJO en agosto de afios
anteriores.

Ene Feb Mar Abr May Jun Jul Ago Sep Oct Nov

Dic

2011 116 105 129 103 83 88 103 103 65 63 78
2012 116 108 131 106 82 89 106 106 68 60 79
2013 123 110 133 108 85 95 110 113 70 67 84
2014 132 121 146 112 93 9% 111 117 72 67 85
2015 137 123 144 123 97 105 122 130 80 76 101
2016 149 142 161 132 108 113 135 139 85 83 102
2017 154 145 179 149 119 127 141 143 98 90 117
2018 166 161 189 161 127 134 149 156 100 94 120
2019 185 170 207 157 128 137 151 156 101 102 122

90

92
108
105
123
124
135
141
153
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Un modelo estacional puro

May Jun Jul Ago
2016 Yt—36-1 Yi—36 = 138.7
2017 Yt—24—1 Yt—24 = 1428
2018 Yi—12-1 Yr—12 = 156.0
2019 g5 =128.2 4,0 =137.0 yo1 =151.4 y, =156.4

» En general, un modelo puramente estacional puede
representarse por

Yt = P1Yt—s T P2Yt—2s + -+ + QPYt—pPst
+ep + V185 + V26425 + - +Vger—0s
» o bien, en términos de polinomios de rezagos

(1—p L= —op L)y = (1491 L8+ -+ + 9 L)

d(L?%) O(L%)
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Diferenciacion estacional

» La diferenciacion estacional se define como la diferencia entre
un valor y; y un valor rezagado un multiplo de s periodos.

Asyr = (1= L%yt =yt — Yr—s

» Por ejemplo:
trimestral Ayy; = (1 — L4) Yt = Yt — Y4
mensual Aoy = (1 - L)y =y — ye—12
> Noétese que siguiendo esta notaciéon Ay, = Aqy;. Pero

Aoy # NPy
(1-L%)y#(1-L)y
(1-L¥y # (1-2L+1L%)y

Yt — Yt—2 F Yt — 2Yt—1 + Yt—2
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Un modelo ARIMA para observaciones de la misma

estacion

» En general, podriamos plantear un modelo ARIMA para
observaciones de una sola estacién (mes, trimestre)

O(L)APy, = 6(L%)e

» Es usualmente razonable asumir que esta misma relacién la
cumplen las observaciones de la estacién anterior

@(LS)AEyt,1 = @(Ls)st,l

» En general, los errores de estas relaciones ¢4, e¢_1 podrian
estar correlacionadas, por lo que en principio podemos
plantear el modelo ARIMA:

d(L)A%, = O(L)e

donde ¢; es ruido blanco.
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El modelo SARIMA

» Asumiendo que el proceso ARIMA de cada estacién es
invertible obtenemos

O(L*)APy; = O(L°)ey
O L LHDLAHAPy, = ¢
d(L)AYOHLAP(L) ALy, = d(L) Ay

s

» Este modelo se denomina SARIMA(p, d,q) x (P, D.(Q))s.
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Algunos ejemplos

> SARIMA(0,0,0) x (0,1,0)4 = SARIMA(0, 1,0)4 =

A4yt = €
(1-LYy =«

Yt — Yt—4 = €

> SARIMA(2,0,0); = SAR(2),

(1 —¥1 Lt —P2 LS) Yt = €t
Yt — P1Yt—4 — P2Yt—8 = €¢

> SARIMA(0,0,3)s = SMA(3)4

yr = (14 01 L 405 L8 4093 L1?)¢
=€ + V164 + Vo€—g + Uz€er—12
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> SARIMA(0,1,1) x (0,1,1)4

Yt —

AAyy = (14+0L)(1 +9LY)e
(1-L)Q =LYy, = 14+ 60L)(1 +9LYe
(1-L-L'4L%y =1 +0L+9L +09L5)¢
Yol — Yt—a + Yt—p5 = € + O0cs—1 + Fe—g + 00¢4_5

> SARIMA(1,0,0) x (0,1,1)4

(1= ¢L)Asys = (1 + 9 LY)e

(1-¢L)(1 LYy = (1 +9LYe
(1-¢L—-L*4+oL%)y = (1 +9LY)e

— PYt—1 — Yt—a + OYr—5 = € + ety
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Identificacién de un modelo SARIMA

» La identificaciéon de modelos estacionales es méas dificil que la
identificacién de modelos no estacionales por dos razones:

1. Muchas series estacionales exhiben también patrones no
estacionales y por lo tanto las FAC y las FACP estimadas
contienen ambos patrones.

2. No hay muchas correlaciones en valores k miultiplos de s. Por
ejemplo, en una serie mensual podriamos contar (inicamente
conk=12, k=24y k=36

» En la practica, cuando se tienen dudas, se utilizan
herramientas que automatizan esta selecciéon de parametros a
partir de criterios de seleccién.
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Ejemplo 2:
Estimacion de un modelo SARIMA



» El correlograma de la serie de movimientos de pasajeros
extranjeros en SJO sugiere que la serie tiene un componente
estacional.

» Al usar una herramienta de seleccién de modelos
(statsmodels.tsa.x13.x13_arima_select_order en
Python) se selecciona el modelo SARIMA(0, 1,1) x (0,1, 1)12.

Correlogramas de cantidad de pasajeros extranjeros en SJO
INZ:

:“Irn.ndlht.n . Jl " A 1‘, R .‘
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l‘llll 1 I 1 I l IR l |
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Dep. Variable: 0 No. Observations: 108
Model: SARIMAX(0, 1, 1)x(0, 1, 1, 12) Log Likelihood 194.101
Date: Sun, 24 May 2020 AlIC -382.202
Time: 22:03:25 BIC -374.540
Sample: 01-31-2011 HQIC -379.106
- 12-31-2019
coef std err z P> |z| [0.025 0.975]
ma.L1 -0.6110  0.087 -7.030 0.000 -0.781 -0.441
ma.S.L12 -0.7646 0.117 -6.523 0.000 -0.994 -0.535

sigma2 0.0009 0.000 6.348 0.000 0.001 0.001
Ljung-Box (Q): 4751  Jarque-Bera (JB):  0.23
Prob(Q): 0.19 Prob(JB): 0.89
Heteroskedasticity (H):  1.56 Skew: 0.09
Prob(H) (two-sided): 0.21 Kurtosis: 3.16

Warnings:

[1] Covariance matrix calculated using the outer product of gradients (complex-step).

» El modelo estimado es

(1 —L)(1 —L'2)y; = (1 — 0.611L)(1 — 0.765 L' 2)¢;
Yt — Yt—1 — Yt—12 + Yt—13 = €t — 0.611ez—1 — 0.765€; 12 + 0.467€z_13
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Los resultados de la tabla anterior muestran que:

» Los coeficiente estimados son significativos.
» Los residuos del modelo...
P parecen no estar autocorrelacionados: el valor p del estadistico
@ de Lung-Box es 0.19.
P parecen ser normales: la asimetria es 0.09, la kurtosis es 3.16,
y el valor p de la prueba de Jarque-Bera es 0.89.
» Por ello, podemos pensar que el modelo estimado es una
buena representacién de los datos.
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La expresion
Yt = Ye—1 + Yt—12 — Yr—13 + € — 0.611ez1 — 0.765€;—4 + 0.467¢;_5

puede utilizarse recursivamente para generar prondsticos.

Pronéstico de pasajeros extranjeros en aeropuerto SJO

220

miles de pasajeros

80

2015 2016 2017 2018 2019 2020

©Randall Romero Aguilar, PhD EC-4301 / 2020.1 17



Pronosticando un modelo SARIMA

» Si expandimos los polinomios del proceso
SARIMA(p, d, q) x (P, D, Q)s

O(L)P(L*)AY ATy, = O(L)O(L*)ey

el resultado serd un polinomio de grado p + Ps +d + D del
lado izquierdo y uno de grado g + s del lado derecho.

» Para horizontes de mas alla de ¢ + ()s periodos, la dindmica
de estos pronésticos estara gobernada Gnicamente por la
ecuacién en diferencia homogénea

B(L)B(L)A AL Gy = 0
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Autoregressive
operator

(1) 1-058° CE
M

@ 1-8

(3) (1-B)(1-05 B*)
4) (1-B)(1-B)
(5) (1-05B)(1-B")

(6) (1-B)(1-B'y

(1 (1-BY(1-B)

Fuente: Box et. al. 2015 Time Series Analysis, p.329
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3. Ajuste estacional



Ajuste estacional o extraccion de sefales

> Estos métodos surgieron a mitad del siglo XX para resolver
dos problemas:
1. Remover la tendencia de una serie, con el fin de estudiar
apropiadamente su autocorrelacién.
2. Separar las variaciones estacionales de los demas componentes
de las series.
» Al inicio, se utilizaban métodos deterministicos, pero luego se
fueron abandonando en favor de métodos empiricos basados
en promedios méviles
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i Para qué ajustar una serie por estacionalidad?

» El objetivo de lo métodos de ajuste estacional es extraer una
sefal clara de ;, que permita identificar con facilidad la
verdadera evolucién de la serie

» Si una serie de tiempo tiene mucho ruido (variabilidad) y un
componente estacional fuerte, este ruido afectara a las
variaciones inter-periodos o a las variaciones interanuales.

» El ajuste estacional permite hacer comparaciones de un
periodo respecto al anterior, removiendo el ruido que
introduciria la presencia de la estacionalidad.
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Componentes de las series

Tendencia (T) Es un movimiento de larga duracién que se
mantiene durante todo el periodo de observacién.

Movimientos ciclicos (C) Son oscilaciones alrededor de la
tendencia producidos por periodos alternativos de
prosperidad y depresion.

Variacién estacional (S) Son los movimientos que se producen
dentro del ano y que se repiten de un afio a otro.

Movimientos irregulares (¢) Son las oscilaciones erréticas o
accidentales que obedecen a variadas causas. No

siguen ninglin patrén especifico de comportamiento y
por tanto son impredecibles.
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Descomposicion multiplicativa

Multiplicativa

yt:TtXCtXStXGt

» Se utiliza cuando se observa que la amplitud del componente
estacional varia en forma proporcional al valor de la tendencia.

» En este caso el componente estacional se expresa como un
indice y se interpreta como una diferencia relativa. Lo mismo
ocurre para el componente irregular.

» La tendencia siempre se mide en las mismas unidades que Y}
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Descomposicion aditiva

Yy =T +Ci + S¢ + &

» Se utiliza cuando el componente estacional permanece
constante, alin si existen cambios en el nivel de tendencia.

> En este caso el componente estacional se expresa en las
mismas unidades que Y, al igual que ocurre con el
componente irregular.

» La tendencia siempre se mide en las mismas unidades que Y;
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Series derivadas

Serie desestacionalizada

Se obtiene cuando a la serie original se le elimina el componente
estacional:

s.a,:EXCtXStXGt

t St :nXCtXEt

Serie tendencia-ciclo

Se obtiene cuando se elimina el componente estacional y el irre-
gular de la serie original:

t.c,zT’tXCtXStxet
¢ St><et

=T; x G
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Métodos actuales para la estimacion de componentes

Basados en medias moviles Basados en modelos

» Son empiricos » Proveen medidas de
» La estimacién de los bondad de ajuste sobre la
componentes es local a estimacion de los
través de promedio componentes.
moéviles centrados de » Permite obtener
distintos tamarfios prondsticos de los
» Las revisiones estan componentes.
sujetas a la bondad del » Minimiza las revisiones.
pronostico. » Minimiza el riesgo de
inducciéon de propiedades
espurias.
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Linea de tiempo: programas de ajuste estacional

1967 X11, filtros ad-hoc, Julius Shiskin, US Bureau of the
Census

1980 X-11 ARIMA, Statistics Canada
1997 X-12 ARIMA, US Bureau of Census
2012 X-13 ARIMA-SEATS, US Bureau of Census

1992 TRAMO y SEATS (prueba), métodos estocasticos
1998 TRAMO y SEATS, Banco de Espaiia

2001 TSW, Banco de Espaiia

2012 JDEMETRA+ Eurostat

2014 TSW+, Banco de Espaiia
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http://www.census.gov/srd/www/winx13/index.html
https://ec.europa.eu/eurostat/cros/content/software-jdemetra_en

Ejemplo 3:
Descomposicion de la serie pasajeros
extranjeros en SJO, usando X13



Descomposicion multiplicativa de la serie de pasajeros extranjeros en SJO, X13as

Series original, ajustada por estacionalidad, y tendencia-ciclo

—— Serie original
—— Serie ajustada por estacionalidad
—— Serie tendencia ciclo

200

Factor estacional

1.25
1.00
0.75

Componente irregular

1.25

1.00
0.75
2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019
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Factores estacionales de 2019

Ene Feb Mar Abr May Jun Jul Ago Sep Oct Nov Dic

> La temporada “alta” ocurre entre enero y abril.

» En marzo, el trifico de pasajeros es 40% mayor que el valor de
tendencia-ciclo.

> La temporada “baja” es entre septiembre y noviembre.

» En octubre, el trifico de pasajeros es 33% menor que el valor
de tendencia-ciclo.
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—— Serie original

10 T Serie tendencia ciclo

Tasa de crecimiento interanual

~—— Mensual, anualizada

Interanual
10
0
2011 2012 2013
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2014 2015 2016 2017
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» La tasa de crecimiento interanual no tiene el ruido que
presenta la tasa de crecimiento interanual de la serie original.

» Dado el fuerte componente estacional, la tasa de crecimiento
mensual de la serie original es un pobre indicador del estado
de la actividad.

» Al realizar célculos con la serie tendencia ciclo encontramos:

P |a tasa de crecimiento interanual es de magnitud similar a la
tasa de crecimiento mensual anualizada.

» |a tasa interanual presenta un desfase respecto a la mensual
anualizada.

» este desfase se debe a que la interanual es una media moévil de
la mensual y sus ltimos 11 rezagos.
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4. Raices unitarias estacionales



Diferenciacion estacional y raices unitarias

» Si para modelar una serie estacional es necesario aplicar el
operador Ag; = (1 — L*), entonces la serie original tiene una
raiz unitaria estacional: 1 — 1% = 0.

» Pero 1 no es la Gnica raiz de 1 — L®: al ser este un polinomio
de grado s, tiene exactamente s raices (no necesariamente
todas reales):

2km ;
Zk=¢en ', k=0,1,...,s

o bien, usando la férmula de Euler

2km o 2km
=cos| — ) +esin| —
n n
P> Todas estas raices estan equidistanciadas en la circunferencia

unitaria.
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s

cos (%’r) + ¢sin (%’r) cos (%’r) + 2sin (%”)
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Pruebas de raiz unitaria estacional

> La literatura provee varias pruebas para detectar raices
unitarias.

» Una de ellas es la prueba de Dickey, Hasza y Fuller (DHF,
1984), la cual es una extensién de la prueba Dickey Fuller:

Yt = PYt—s + €t
Y —Y—s = (p— Dy—s + &
Ayt = Yyr—s + &

> Al igual que en la prueba DF, la hipétesis nula es v = 0 contra
la alternativa v < 0, aunque los valores criticos son distintos.

» Una limitacién de esta prueba es que no es apropiada para
diagnosticar la presencia de las otras raices unitarias
estacionales.
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> Existen otras pruebas de raices unitarias estacionales

> La prueba HEGY de Hylleberg, Engle, Granger, y Yoo (1990)
> La prueba de Kunst (1997)

» La prueba OCSB, de Osborn, Chui, Smith y Birchenhall (1988)
» La prueba CH, de Canova y Hansen (1995)

» Sin embargo, no estudiaremos estas pruebas en este curso.
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