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1. Introduccion



Series con tendencia

» Hasta ahora, para cada uno de los procesos que hemos
estudiado su valor esperado es constante.

» Sin embargo, muchas de las series que estudiamos en la
practica tienen una tendencia.

» En tales casos, un modelo de proceso estacionario (como
ARMA) no es apropiado para describir la serie.

» Por ejemplo:

Producto interno bruto de Costa Rica

6x10°

4x10°

escala logaritmica

3x10

1994 1999 2004 2009 2014 2019
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Componentes (no observados) de una serie

» Para esta leccién, es (til imaginar que una serie de tiempo
consiste de dos componentes distintos:

y¢ = tendencia; + componente__estacionario,

> En el tema 3 del curso aprendimos que una serie estacionaria
puede modelarse como un proceso ARMA.
» Ahora en este tema aprenderemos:

» cémo se modela una tendencia,
> cémo se determina si una serie tiene tendencia,
> cdmo extraer una tendencia.
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2. Modelos de series con tendencia



Series integradas

> A las series que tienen tendencia se les conoces como series
integradas

» ;Pero por qué integradas?

» Supongamos por un momento que y(t) es una variable cuyo
valor depende del momento ¢ (continuo) en que se observa.

» Supongamos también que y cambia a una tasa constante a y
que su valor inicial es y(0).

> ;A qué es igual y(t)?
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De los supuestos anteriores:

v_,
dr
dy =a dr

integrando ambos lados

(/@—/aw

y(r )‘o = aT‘o
y(t) —y(0) = at

por lo tanto

y(t) = y(0) + at
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» Supongamos ahora que el tiempo se mide en unidades
discretas, que el valor inicial es 39 y que la variable crece una
cantidad fija a cada periodo.

> Entonces

Ay =a AT =a

integrando ambos lados
¢

t
Z Ay, = Z a
=1 =1

Ayr + Ay + Ays +---+ Ay =at

Yt — Yo = at

por lo tanto
Yt = yo +at
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P Este resultado lo podemos obtener de manera equivalente con
el operador de rezagos:
Ay‘r =a
(I+L4+L*+ -+ L") Ay, = (1+L+L%+---+L"Na
(1+L4+L*+- - +L" )1 -Lyyy=a+a+-+a

(1—Lt)yt:at
Yt — Yo = at

» Vemos que si Ay; = a, es decir, la serie cambia una
cantidad fija a cada periodo, entonces y; = yg + at tiene una
tendencia deterministica.

©Randall Romero Aguilar, PhD EC-4301 / 2020.1 6



» Supongamos en contraposicion que el valor esperado del
cambio es constante, en particular

Ay; = a+ e

donde ¢, es ruido blanco.

» Entonces, integrando
t

ZA% :Z a+67
T=1 =1

t
yt_yozat+zfr = Yt = yo+267 + at
=1

> Decimos que la serie tiene una tendencia estocastica.
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Tendencias deterministicas versus estocasticas

Tendencia deterministica Tendencia estocastica

Ay =a Ayy=a+e

Yt
Yt—1

Yo
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Tendencias cuadraticas

P Es sencillo generalizar el procedimiento para obtener
tendencias cuadraticas.

» Si el cambio en la serie es lineal en vez de constante:

Ay, =a+ bt
t

¢
ZAyT—Z a+b7‘):at+b27
T=1 =1

Yt — Yo = at + bt(tH)

ye = yo + 250t + 517
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Serie estacionaria alrededor de una tendencia

» Supongamos que w; = A(L)e; es una serie estacionaria, tal
que

_ _ 2
Ew; =0 Varwy = oy,

» Definimos una serie

estacionaria alrededor de una tendencia

Yt =Yoo +at+ wi
S—— ~~

tendencia estacionario

> Vemos que

Ey: =yo + at Vary, = o,
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» Por otra parte, su autocovarianza es:

Cov (Y1, y1-s) = E[(yr — yo — at)(ye—s — yo — a(t — s))]
=K [wtwt—s]

= Cov [wy, wi—s]

» Es decir, la media de y; no es estacionaria (porque depende de
t), pero su varianza-covarianza si es estacionaria (idéntica a la
del proceso wy).

P Por ello, el correlograma de un proceso estacionario alrededor
de una tendencia es similar al correlograma de un proceso
estacionario.
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Caminata aleatoria

» El proceso de caminata aleatoria es muy utilizado en la teoria
econdémica y financiera, en especial en la formulacién de la
hipétesis de mercado eficiente.

» Definimos la serie

caminata aleatoria

Ay = ¢ obien Yy =y-1+e€

» Integrando el proceso sabemos que

t
Yt = Yo + ZET
=1
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» Consideremos 1y como dado, y calculemos los momentos
condicionales de la caminata aleatoria:

¢
Ey =E [yo+ > e | =0
T=1

t
Vary, = Var |yo + Z €r

T=1

:Var[61+62+---—i—et]:ta2
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E[(y¢ — v0)(yt—s — v0)]
Elle1+  +es+ - +e&)(ea+-+es)
(t—

) 2

Cov (Y1, Yi—s) =

e = Cov (ys,yt—s)  (t— s)o?
ts = =
T VWVary Vary s \/to2(t — s)0?
t —
= S_ 1.2
t t
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Caminata aleatoria con deriva

» El proceso de caminata aleatoria con deriva es similar a la
caminata aleatoria:

caminata aleatoria con deriva

Ayy=a+¢ obien yy=a+y-1+e

» Integrando el proceso sabemos que
¢

yt:y0+at+26’r

T=1

> Vemos que la caminata aleatoria con deriva le anade una
tendencia lineal deterministica at a la caminata aleatoria
convencional Yo + > 7 €14+

» Este es un ejemplo de un modelo de tendencia puro: no tiene
un componente estacionario.
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» Sabemos que afiadir un componente deterministico a una
variable aleatoria cambia su media en la misma magnitud de
ese componente, pero no alterna su varianza.

P> Entonces, para la caminata aleatoria con deriva:

2
Eyt = yo + at Cov (Y1, Yi—s) = (t — s)o
S
Vary, = to? Pts = /1 — n
10 Autocorrelaciones
C— =20
0 — t=40
— =60
06
0.4
0.2
0.0
0 4 8 12 16 20

rezagos
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Pronosticando una caminata aleatoria

» Es sumamente dificil pronosticar una caminata aleatoria.

» Supongamos que tenemos datos hasta ¢ y deseamos
pronostica el valor de la serie en t + k.

> En este caso:

E[ysrx |ye] = vt Var [y |yi] = ko”

» Es decir, el mejor pronostico para cualquier valor futuro de la
serie es su valor observado mas reciente.

» Pero la varianza de este pronédstico crece linealmente,
resultando infinitamente grande conforme k — oo.
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Series

estacionarias en diferencia (

Las caminatas aleatorias (con o sin deriva) son ejemplos de
series estacionarias en diferencia.

Esto quiere decir que si tomamos su primera diferencia, el
resultado es una serie estacionaria:

Yyp=yo+at+er+---+e_1+e
1=y +at—1)+e+- -+
:>Ayt:a+et

Por ello, decimos que la serie y; es integrada de orden 1.

En general, si una serie z; debe ser diferenciada d veces para
obtener una serie estacionaria, entonces decimos que z; es
integrada de orde d, escrito I(d).
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Ejemplo 1:
Correlaciéon del PIB
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3. Removiendo una tendencia



Distinguiendo una serie DS de una TS

» Comparemos la media y la varianza de estas dos series:

TS DS
Proceso T = 20 + at + & Y = y0+at+ZtT:1 €r
T at at
Media o+t Yo+
2 2
t
Varianza i i
A a+ € — €1 a+ €
N €¢ Zt_l €r
—(20 + at) =

» Los dos modelos tiene una media que crece linealmente, por lo
que es muy dificil distinguirlos.
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Ejemplo 2:
Serie TS vs caminata aleatoria con
deriva



Este cédigo simula una realizacién de

importd numpy ;slnp serie estacionaria alrededor de tenden-
_rllp;ralnzlom -seed (1) cia (TS) y una estacionaria en diferen-
e = np.random.randn(T) cia (DS).
e[0] =0

2 Ty = To + at + & (TS)
X0 =y0 =a=1 t
t = np.arange(T) ytzyo—l—at—l—ZE-r (DS)

F=il

y = y0 + a*t + e.cumsum()
x = x0 + a*t + e Para que sea replicable, fijamos un va-

lor para la funcién np.random.seed

Series no estacionarias

Tendencia deterministica (TS) versus estocastica (DS)

120 — DS

— 1S
100

80
60
40

20
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Hemos visto que para transformar en estacionaria una serie...

TS estimamos su tendencia deterministica por regresién, usamos
los residuos de esta regresién como el componente estacionario

DS tomamos su primera diferencia.

Hecho esto, podemos modelar el componente estacionario,

por ejemplo con ARMA.

Pero es importante usar la técnica adecuada para remover la

tendencia, segln sea el tipo de serie (TS o DS)

i Qué pasaria si tomamos primera diferencia de una serie TS?,

0 jqué pasaria si removemos una tendencia deterministica de

una serie DS?
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Diferenciando una serie TS

(buscando problemas, parte 1)

» Para un proceso TS como x; = xg + at + €, su primera
diferencia es

A:ﬂt:a‘i‘ft—ﬁt_l
:a—i-(l—L)et

» Es decir, la serie resultante Az, es un proceso MA(1).

» El polinomio de rezagos para la parte MA tiene una raiz
unitaria, por lo que el proceso no es invertible.

» Esto puede causar problemas a la hora de estimar el modelo.

» Este problema también se presenta si diferenciamos una serie
que ya es estacionaria: resultamos con un proceso no
invertible y que tiene mayor varianza que el proceso original. A
esto lo llamamos sobrediferenciar.
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Restando una tendencia deterministica a una serie DS

(buscando problemas, parte 2)

> Para un proceso DS como y; = yo +at + 3 -_, €;, remover la
tendencia deterministica resulta en

t
Ut = Z €r
T=1

» Es decir, la serie resultante g; alin conserva su tendencia
estocastica.

> Vemos que
Ay =€
U= 1gt—1+e

» Esto es un proceso AR(1) con coeficiente autorregresivo igual
a uno, por lo que no es estacionario.
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4. Series con raiz unitaria y procesos ARIMA



Series con raiz unitaria

» La caminata aleatoria (con o sin deriva) puede verse como un
modelo AR(1) en el cual la raiz del polinomio de rezagos es
uno:

y=c+ly1+e
(1—1L)yt C+€t

» Por ello, en general decimos que un proceso con tendencia
estocdstica tiene raiz unitaria.
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» Consideremos el siguiente proceso AR(2)
yr = 0.6y;—1 + 0.4y, 2 + &

» Su polinomio de rezagos es
1-0.6L—-0.4L2=(1-0.4L)(1— 1L), cuyas raices son 1y
2.5. Es decir, este proceso también tiene una raiz unitaria, y
por tanto no es estacionario.

» La factorizaciéon del polinomio de rezagos nos sugiere escribir

(]. —04 L)Ayt = €¢
Ayt == 0.4Ayt_1 + €t

» Visto como un proceso para y* = Ay, este es un proceso
AR(1) estacionario.
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Procesos ARIMA(p,d,q)

» En el ejemplo anterior, como la primera diferencia de y; es un
proceso AR(1) estacionario, decimos que y; es un proceso
ARIMA(1,1,0).

» En general, si un proceso integrado de orden d, y, es
diferenciado d veces y su resultado A%y, es un proceso
ARMA(p,q), entonces decimos que y; tiene un proceso
ARIMA(p,d,q):

Autorregresivo integrado de media movil: ARIMA

Sea {¢:} ruido blanco; el proceso estocastico
®(L)(1 ~ L)%y = O(L)e
es llamado proceso ARIMA(p,d,q), donde ®(L) es un polinomio

de grado p cuyas raices estan fuera del circulo unitario, y ©(L) es
un polinomio de grado gq.
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Nota:
Repaso del modelo clasico de
regresion lineal



» En el modelo cldsico de regresion lineal se tiene
Yi = B1x1s + Pooi + - + Brri + €

donde ¢; ~ N(0,02) es un error homoscedastico y
no-autocorrelacionado.

» Si se cumplen los supuestos del MCRL, este modelo se puede
estimar de manera insesgada y eficiente por medio del
estimador minimos cuadrados ordinarios.
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» Para hacer un test sobre un parametro
Hy: Bj=gq Hy: Bj#4q

utilizamos el valor estimado por minimos cuadrados ordinarios
Bj y su error estandar s.e.(3;), y decimos que si |a hipotesis
nula es cierta entonces el estadistico

~

Pi—a ., .
se.(B;) "
(tiene una distribucién ¢-Student con n — k grados de

libertad, donde n es el nimero de observaciones y k el nimero
de pardmetros estimados).
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» Es decir, con un nivel de significancia «, el intervalo

[q+ taj2s-e.(B5), g+ ti_a/25.€.(5))]

contendra al valor estimado 3; en 100(1 — )% de las
muestras siempre y cuando sea cierto que [3; = q.

» Por ello, cuando encontramos un valor @ que no esta
contenido en ese intervalo, rechazamos la hipétesis nula, y
decimos que 3; es significativamente distinto de ¢, a sabiendas
de que nuestro procedimiento incurrird en el error tipo-1
(rechazar una hipotésis verdadera) en 100a% de las muestras.

» Para que este procedimiento tenga validez, es necesario que el
estadistico efectivamente tenga la distribucién ¢-Student, lo
cual es cierto siempre que se cumplan los supuestos del
modelo clasico de regresion lineal.
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resion espuria

» En 1974, Granger y Newbold demostraron, via simulaciones,
que si una serie I(1) se estima en funcién de otra serie (1)
completamente independiente de ella, los estadisticos usuales
tenderan a mostar que las dos series estan relacionadas.

» Es decir, si y;, z; son dos series I(1) independientes, al correr
la regresion
yr = Bo + Brxe + &

fallariamos en rechazar la hipétesis nula 51 = 0 (la cual es
cierta porque y; no depende de x;) con una frecuencia mayor
a la que sugiere la distribucién t-student correspondiente:
by | .
——— ~tr_9 <= jya no es cierto!
sie(B1)
» Este fendmeno de encontrar relaciones inexistentes entre

variables integradas se conoce como regresion espuria.
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175 yt=025 +yt_1+8{

15.0 Xe=0.25+X¢_1 + &F
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Regresion estacionaria

— t-student
e simulada def regresion_estacionaria(T=100):
y, x = np.random.randn(2,T)

X = sm.add_constant(x)
res = sm.OLS(y, X).fit()

return res.tvalues[1]

Prob(|t| > 1.984) = 5.058%

Regresion espuria

— t-student
e simulada

def regresion_espuria(T=100):
e = np.random.randn(2,T)
y, x = e.cumsum(axis=1)
X = sm.add_constant(x)
res = sm.OLS(y, X).fit()
return res.tvalues[1]

Prob(|t| > 1.984) = 76.194%
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Regresion lineal con series integradas

i Como estudiar la relacién entre series integradas sin incurrir en regresiones espurias?

» Supongamos que tanto y; como x; son series I(1).
» Entonces, por definicién, Ay; y Ax; son series estacionarias.

» En tal caso, el modelo
Ay = Bo + B1Ax + €

puede estimarse por minimos cuadrados, y la prueba 81 = 0 se
realiza usando el procedimiento usual.

» Una alternativa mejor, que estudiaremos con detalladamente
mas tarde en el curso, es estimar la regresién en niveles

Yy = Bo + Brxs + €

y determinar si los residuos de esta regresién son estacionarios.
Si lo son, diremos que ¥; esta cointegrada con ;.
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Procesos AR(p) con raiz unitaria

» Recordemos que el proceso AR(p) puede escribirse

Y =C+ P1y—1+ -+ OpYi—p + €&
(1-—g L' = =g LP) yy = c+ e
@(L)yt:C—FEt

» Supongamos que los coeficientes autorregresivos suman uno.
» Entonces

O(1) =11l - — 1P
=1—(1r+d2+-+¢p)=1-1=0

» Es decir, si ¢1 + ¢2 +---+ ¢, = 1, entonces el proceso tiene
raiz unitaria.
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5. Detectando raices unitarias



Caminata aleatoria como serie AR(1)

» El modelo mas sencillo de una serie con raiz unitaria, la
caminata aleatoria, es un proceso AR(1)

Yt = OYr—1 + €&

en el cual se cumple que ¢ = 1.

» Entonces resulta natural, para determinar si una serie es una
caminata aleatoria, estimar esta ecuaciéon y comprobar la
hipdtesis ¢ = 1.

> Alternativamente, restando ;1 de ambos lados podemos

estimar
Y — Y1 = (0 — Dyi—1 + €

Ayy = yyi-1+ €
y comprobar si

Hy: 4% =0 versus Hi: %<0
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» No obstante, Dickey y Fuller (1979) encontraron que si la
hipétesis nula es verdadera, la regresién anterior tiene series
no estacionarias en ambos lados de la ecuacién, por lo que no
se cumple que

tenga una distribucién ¢-Student.

» Para determinar la distribucidon de este estadistico, de manera
que pueda realizarse la prueba de hipétesis, Dickey y Fuller
realizaron experimentos de Monte Carlo, en los cuales

» Se simula una caminata aleatoria con un tamafio de muestra
predeterminado.
> Se estima el modelo AR(1)
» Se calcula el valor de z
» Realizando muchas simulaciones como la anterior es posible
aproximar la verdadera distribucién del estadistico z bajo la
hipétesis nula v = 0.
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Las pruebas de Dickey-Fuller

Las pruebas de Dickey-Fuller

2%

i Tiene la serie y; una raiz unitaria?

Ayy = yyi—1 + €

H, Ayt = ao + yyt—1 + € y=0
Ay = ao + bot + Yy—1 + &
Test Estimar z = T por minimos cuadrados.
i Si z es menor que el valor critico de Dickey

Fuller, entonces v < 0, es decir, no hay raiz
unitaria.
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La distribucion de Dickey-Fuller

Distribucion de Dickey-Fuller para T=100 observaciones

sin constante

04 — t-student i
simulada 0
0.3 !
i
0.2 H Prob(t < —1.66) = 9.13%
o1 ; Prob(t < —1.94) = 5%
0.0 J
) con constante
—— t-student i
0.4 simulada 0
i
i
0.2 H Prob(t < —1.66) = 44.51%
i
H Prob(t < —2.89) = 5%
i
00 4:—/
) con constante y tendencia
—— t-student i
simulada !
0.4 !
i
02 i Prob(t < —1.66) = 76.28%
i Prob(t < —3.45) = 5%
0.0 —:———/
-4 -2 0 2 4
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Ejemplo 3:
Pruebas Dickey-Fuller



» Al estimar por minimos cuadrados ordinarios la regresién
AlogPIB; = c+ ¢plogPIB;_1 + ¢

encontramos

coef  std err t P> |t| [0.025 0.975]

const 0.1010 0.042 2393 0.018 0.017 0.185
IPIB -0.0059 0.003 -2.143 0.034 -0.011 -0.000

» Los resultados de la tabla indican que ¢ es significativamente
distinto de cero al 5% de significancia,
porque en esta regresién el estadistico ¢ no tiene la
distribucién t-Student.

> Ademas, la prueba reportada es de dos colas, mientras que la
apropiada es de una cola.
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» Por ello, recurrimos a los valores criticos de Dickey-Fuller

z 1% 5% 10%

sin constante 10.709 -2.585 -1.944 -1.615
con constante -2.143 -3.489 -2.887 -2.580
con constante y tendencia -2.483 -4.040 -3.449 -3.150

» Como en todos los casos el valor z estimado es mayor que el
valor critico de Dickey-Fuller (sin importar cudl nivel de
significancia utilizamos), no podemos rechazar la hipétesis de
que el PIB tenga raiz unitaria.
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» Por otra parte, si realizamos las pruebas de Dickey-Fuller a la
primera diferencia del (logaritmo del) PIB trimestral

encontramos
z 1% 5% 10%
sin constante -6.344 -2586 -1.944 -1.615
con constante -11.254 -3.489 -2.837 -2.580

con constante y tendencia -11.641 -4.040 -3.450 -3.150

» Como en todos los casos el valor z estimado es menor que el
valor critico de Dickey-Fuller (sin importar cudl nivel de
significancia utilizamos), concluimos que el crecimiento
trimestral del PIB es estacionario (no tiene raiz unitaria).

» Dado que no pudimos rechazar que el PIB tuviese raiz
unitaria, pero si lo hicimos para su primer diferencia,
concluimos que el PIB es una serie 1(1).
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» ; Qué hubiera pasado si en vez de diferenciar la serie, le
extraemos una tendencia lineal?

» Obtenemos los residuos de la regresion

logPIBt =c+at+ &

PIB con tendencia lineal ajustada

15.75

logaritmos

o o o
o N o
S & o

14.75
Residuos

0.05
0.00

-0.05

1994 1999 2004 2009 2014 2019
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Al aplicar las pruebas de Dickey-Fuller a los residuos, vemos que

» |a prueba sin constante rechaza la presencia de una raiz

unitaria, con 5% de significancia

> las otras dos pruebas no rechazan esta hipdtesis.

z 1% 5% 10%
sin constante -2.523 -2585 -1.944 -1.615
con constante -2.515 -3.489 -2.887 -2.580
con constante y tendencia -2.483 -4.040 -3.449 -3.150
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Caminata aleatoria como serie AR(p)

> No todas las series de tiempo pueden representarse
apropiadamente como un proceso AR(1).

» La prueba de Dickey-Fuller puede aplicarse en estos casos
también, aunque con modificaciones.

» Consideremos por ejemplo un proceso AR(2):

Yt = P1Yi—1 + P2yr—2 + €
Y= (01 + o — Dy—1— oy 1+ U1+ P2yi2 + &
Y= Y1 = (1 + o2 — D1 — ¢2(Yr—1 —yr—2) + &
Ayy = (1 + d2 — D)ys—1 — G2Ays1 +
Ayy = yyp—1 + a1y + &

> Esta serie tiene raiz unitaria si v = 0.
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La prueba aumentada de Dickey-Fuller

» Para permitir la posibilidad que la serie original sea AR(p+1),
la prueba aumentada de Dickey-Fuller introduce p rezagos de
la variable dependiente en la regresién original:

Ay = VY1 + a1 Ay + -+ apAyi—p + €
Ay = ag +YYi—1 F 1Ay + -+ ap Ay + €
Ay = ag + bot + yyr—1 + a1 Ays—1 + -+ apAyi_p + €

» En cualquiera de las formulaciones, la hipétesis nula es v = 0.

» Se utilizan los mismos valores criticos de la prueba de
Dickey-Fuller.
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Ejemplo 4:
Pruebas aumentada de Dickey-Fuller



» Al realizar las pruebas aumentadas de Dickey-Fuller del
(logaritmo del) PIB trimestral de Costa Rica encontramos

z 1% 5% 10%

sin constante 3.985 -2587 -1.944 -1.615
con constante -1.559 -3.494 -2.889 -2.582
con constante y tendencia -1.586 -4.047 -3.453 -3.152

© © © (T

» Esto confirma lo que ya habiamos encontrado: no podemos
rechazar la hipdtesis de que el PIB tenga raiz unitaria.

» En todos los casos, el nimero de rezagos corresponde al
maximo rezago significativo.
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» Por otra parte, si realizamos las pruebas de Dickey-Fuller a la
primera diferencia del (logaritmo del) PIB trimestral

encontramos
z 1% 5% 10% p
sin constante -1.694 -2587 -1944 -1.615 7
con constante -4.465 -3.494 -2.889 -2582 8
con constante y tendencia -4.719 -4.047 -3.453 -3.152 8

» De nuevo concluimos que el crecimiento trimestral del PIB es

estacionario (no tiene raiz unitaria).
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Interpretando una prueba de Dickey Fuller

» |mportante: En la prueba DF, no rechazar la hipétesis de que
una serie tenga raiz unitaria...

» no implica que la serie si tenga tal raiz unitaria.
» solamente decimos que no hay evidencia suficiente para
descartarla con un nivel “razonable” de significancia.

» Esto es asi porque bien podria ser el caso de que el verdadero
valor de ¢ sea ligeramente menor a uno (en cuyo caso el
proceso AR(1) es estacionario), pero la prueba Dickey-Fuller
no puede distinguirlo efectivamente de 1.
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Potencia de la distribucién de Dickey-Fuller

Distribucion de estadistico t para AR(1) cuando p = 0.95, con T=100 observaciones,

sin constante

—==Valor critico Dickey-Fuller

i
0.6 isti i
estadistico t simulado E Prob(t> — 1.95) = 67.69%
1
0.4 i
1
1
02 i
1
1
1
0.0 ‘
con constante
0.6 --- Valor critico Dickey-Fuller i
estadistico t simulado ! Prob(t > —2.89) = 88.45%
0.4 i
i
i
T
02 !
1
1
1
0.0 .
con constante y tendencia
0.6 !
—==Valor critico Dickey-Fuller _ - 0,
estadistico tsimulad‘q Prob(t > — 3.46) = 91.86%
0.4 J
i
i
0.2 i
1
1
1
1
0.0 ‘
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2
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Limitaciones de las pruebas de raiz unitaria

» Hemos visto que la prueba de Dickey-Fuller tienen muy poca
potencia para casos en que el proceso es persistente pero no
integrado.

» Esto es una limitacién también de otras pruebas de raiz
unitaria, como la de Phillips-Perron.

» Por ello, cuando se estudian series macroeconémicas con estos
tests, usualmente se encuentra que tienen raices unitarias.

P Esto se debe a que la hipédtesis nula es que si hay raiz unitaria,
y esta hipétesis solamente se rechaza cuando existe fuerte
evidencia en su contra.
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La prueba KPSS

» Kwiatkowski, Phillips, Schmidt y Shin (1992) proponen una
prueba de estacionariedad: la hipétesis nula es que la serie es
estacionaria.

» Para ello, asumen que una serie puede ser expresada como la
suma de una tendencia deterministica, una caminata aleatoria,
y un error estacionario (no necesariamente ruido blanco):

y= & + 1+ w

donde 7; es una caminata aleatoria
2
Tt = Tt—1 + U, uy ~ N(0,0,)

» La hipétesis de estacionariedad es simplemente o2 = 0.
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» Bajo la hipétesis nula, 7, = r;_1 = --- = rg una constante,
por lo que la serie seria estacionaria alrededor de una
tendencia:

Yr =10 + L+ wy

» KPSS también consideran el caso particular en el que £ = 0,
es decir, la serie es simplemente estacionaria.

Y =710 + Wy

» En cualquiera de estos dos casos, si €1, e2,...,er son los
residuos de la regresion, se define

t
Sy = Zei, t=1,2,...,T (suma parcial de residuos)
i=1

Q>
I
\

1 . .
2 E e? (varianza estimada del error)
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» 52 es un estimador consistente de la varianza de la parte
estacionaria w; solo si es ruido blanco.

» Pero en la practica, las series econémicas rara vez cumplen
esa restriccion, por lo que KPSS proponen esta correccién
para tomar en cuenta la posible correlacién de wy:

1 T 9 l T
SURES Y FES ol [(BER] e
t=1 s=1

t=s+1

» Asi, para hacer una prueba KPSS hay que decidir:
» si incluir o no la tendencia deterministica
> cuéntos rezagos [ incluir en la estimacién de la varianza s2([)
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La prueba KPSS

9% iEs la serie y; estacionaria?

Yy =Et+ 1+ wy

H0 re = Ti—1 + U, ug ~ N(0,02)
O'Z =0
T g
Test LM = ; 32&)

, Si LM es mayor que el valor critico, rechazar la
hipétesis nula y concluir que la serie tiene raiz
unitaria.
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» KPSS proporcionan los siguientes valores criticos asintéticos,
los cuales obtuvieron por simulacién 50 000 iteraciones con
muestras de 2000 datos.

C ct

10% 0.347 0.119
5% 0.463 0.146
25% 0574 0.176
1% 0.739 0.216

» Las pruebas son de una cola: se rechaza la hipétesis nula (de
que la serie es estacionaria) cuando el estadistico LM es mayor
al valor critico seleccionado.
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Ejemplo 5:
Pruebas KPSS



» Al realizar las pruebas KPSS del (logaritmo del) PIB
trimestral de Costa Rica encontramos

nivel diferencia
c ct c ct Valores criticos
0 11569 1.186 0.371 0.046 c ct
1 5.864 0.632 0.395 0.051 10% 0347 0.119
2 3.952 0.444 0.368 0.049 5% 0463 0.146
3 2.994 0.350 0.326 0.044 25% 0574 0.176
4 2419 0296 0.313 0.043 1% 0739 0216
5 2.035 0.262 0.300 0.042
6 1.762 0.238 0.294 0.042

» En todas las especificaciones, podemos rechazar al 1% que el
PIB sea estacionario.

» Al 5%, en ningin caso podemos rechazar que el crecimiento
del PIB (diferencia del logaritomo) sea estacionaria.

» Juntos, estos resultados sefialan que el PIB es un proceso I(1).
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Ejemplo 6:
Raices unitarias en series
macroecondmicas de Estados Unidos



» En uno de los articulos mas citados en macroeconomia,
Nelson y Plosser (1982) examinaron varias series macro de uso
comun, averiguando si tenfan raices unitarias.

» Aplicando la prueba aumentada de Dickey-Fuller, concluyeron
que todas menos una de las series analizadas tenian raiz
unitaria.
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Tests for autoregressive umnit roots*

Table 5

L=t A P2 A Pat- s =2+ Pyl — 2 ) H i

Series T k i @) i ) b upy)  od) L
Real GNP &2 2 0819 303 0006 303 0825 -299 0058 —002
Nominal GNP 62 2 106 237 0006 234 089 -232 0087 003
Real per

capita GNP e 2 128 305 0004 301 0818 -304 0059 -%02
Industriai

production m 6 0103 432 0007 244 0835 -25 0097 003
Employment 8t 3 142 268 0002 254 0861 266 0035 0.0
Unemployment

rate . 81 4 0513 281 —0000 -023 0706 -—355* 0407 002
GNP deflator 82 2 02600 255 0002 265 0915 -252 0046 —003
Consumer prices 1 4 00 176 0001 284 0986 197 0042 —006
Wages n 3 0566 230 0004 230 0910 -209 0060 000
Real wages n o2 0487 310 0004 314 0831 —304 003 —00I
Money stock 82 2 0433 35 0005 303 0916 308 0047 003
Velocity 102 1 0052 099 —000W0 —065 0941 -—166 0067 01
Interest rate 713 018 -095 0003 175 103 0686 0283 —002
Common stock

prices I 0481 202 0003 237 0913 -205 0158 020
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» En su articulo original, KPSS aplican su prueba a las mismas
series que utilizaron Nelson y Plosser.

» Encontraron que para varias de las series no era posible
rechazar la hipdtesis de que fueran estacionarias alrededor de
una tendencia.

©Randall Romero Aguilar, PhD EC-4301 / 2020.1 60



Table 5
7, and 7, tests for trend stationarity applied to Nelson-Plosser data.

Lag truncation parameter (/)

Series 0 1 2 3 4 S 6 7 8

i m,: 5% critical value is 0,463 o B
Real GNP 596 306 208 159 130 111 097 08 078
Nominal GNP 581 298 204 156 128 109 095 085 077

Real per capital GNP 5.54 2.84 1.94 1.50 1.22 1.05 0.92 0.82 0.75
Industrial production 1079 548 370 28I 2.27 1.92 1.66 147 1.32

Employment 7.57 3.87 2.63 2.01 1.64 1.39 1.21 1.08 0.98
Unemployment rate 0.31 0.18 0.14 0.11 0.10 0.10 0.09 0.09 0.09
GNP deflator 751 382 259 197 160 135 118 104 094
Consumer prices 790  4.02 2.73 2.08 1.69 1.43 1.24 .10 0.99
Wages 672 343 233 178 145 123 107 095 086
Real wages 6.96 3.55 2.40 1.83 1.48 1.26 1.09 0.97 0.88
Money 8.01 4.08 2.76 2.10 1.70 1.44 1.25 L11 1.00
Velacity 8.40 429 2.90 2.21 1.80 1.52 1.32 L17 1.05
Interest rate 0.78 042 030 024 0.20 017 016 0.14 0.13
Stock prices 8.01 4.10 2.79 213 1.74 1.48 1.29 1.15 1.04
7,: 5% critical value is 0.146
Real GNP 0.630 0337 0242 0.198 0.173 0.158 0.148 0.141 0.137
Nominal GNP 0.755 0392 0273 0215 0.181 0.159 0.143 0.132 0.124

Real per capital GNP 0.528 0.283 0204 0.167 0.147 0.134 0.126 0.121 0.118
Industrial production 0.822 0446 0320 0257 0220 0.196 0.179 0.166 0.155

Employment 0526 0278 0.198 0.158 0.136 0.122 0.112 0.105 0.101
Unemployment rate 0216 0.124 0.094 0079 0071 0.066 0.063 0.061 0.061
GNP deflator 0492 0256 0.178 0.140 0.117 0.103 0.093 0.08 0.081
Consumer prices 1.85 0943 0641 0491 0401 0342 0301 0270 0.246
Wages 0612 0317 0220 0.173 0145 0128 0.115 0.107 0.101
Real wages 0956 0511 0365 0293 0252 0226 0208 0.194 0.184
Money 0445 0228 0.158 0.124 0.104 0.092 0.084 0.079 0.075
Velocity 1.78 0932 0.647 0504 0418 0360 0319 0.287 0.262
Interest rate 0.845 0457 0323 0255 0214 0.186 0.166 0.151 0.140

Stock prices 1.23 0.646 0454 0359 0302 0264 0237 0216 0.199
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Estacionaria alrededor de una media

Real GNP

Leyenda

Nominal GNP

Real per capita GNP
Industrial production
Employment
Unemployment rate
GNP deflator
Consumer prices
Wages

Real wages

Money stock
Velocity

Bond yield

Common stock prices

4
rezagos

Estacionaria alrededor de una tendencia

4
rezagos
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6. Otro método para remover una tendencia



Desagregacién de una serie de tiempo

» Tenemos una muestra de T' observaciones de la variable
aleatoria Y;:
{y17y2a e 7yT}

» Y, tiene dos componentes: crecimiento (tendencia) s; y ciclo
Ct.
Yt = St t ¢t

> Asumimos que la tendencia es una curva suave, aunque no
necesariamente una linea recta.
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Tendencia

Y, Sy

trend
edata

<Y
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Objetivos en conflicto

» Partiendo de y;, Hodrick y Prescott 1997 “extraen” la
tendencia s;
{81, Sy vy ST},
tratando de balancear dos objetivos mutuamente excluyentes:

1. el ajuste a los datos originales, es decir, y; — s; debe ser
pequeiio.

2. la tendencia resultante debe ser suaver, por lo que los cambios
de pendiente (s;41 — s¢) — (st — s¢—1) también deben ser
pequeiios.

» La importancia relativa de estos dos factores es ponderada
con el pardmetro \.
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El filtro de Hodrick y Prescott

Formalmente, la tendencia la definen por:

S1;--,8T

T T-1
HP 2
s;'" = argmin (ye — st) 24 E (41— s¢) — (8¢ — s¢—1)]
t=1 t=2

T T—1
smmin {3 03 et -2 v

81508 t=1 t=2
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Definimos las matrices

1 S1
Y2 52
Y = S =
yr ST
1 -2 1 0 00 0 O
1 -2 1 00 0 O
Ar_oxrT =
0 O 0 O 01 -2 1
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Reescribimos el problema de optimizacién

T T—1
stP = argmin {Z (yr — st)2 + A Z (St41 — 28¢ + stl)Q}
S1m08T | 4—1 t=2

= argénin {(Y = 8) (Y = 5) + A(AS)'(AS) }

= argmin {Y'Y — 2Y'S + S'(I + NA'A)S}
S
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Resolviendo el problema
» Taking the FOC

SHE = argmin {Y'Y — 2Y'S + S'(I + AA’A)S}
S

= —2Y +2(I+XA'A)S=0

» Then, the HP filter is

SHP — (14 A'A) 'Y (tendencia)

CHP =y = $HP — [T = (14+24'4) 'Y (ciclo)
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Ejemplo 7:
El filtro HP



Asumimos que tenemos T = 5 datos Y = [y1, Y2, ¥3, ¥4, ¥s] ¥ que A = 4.
Los datos de tendencia S = [s1, s2, 53, 54, 55]" estan dados por:

S, = 0.67y,
So = 0.36y;
S3 = 0.13y;
S4 = —0.02y,
S5 = —0.149

+0.36y5
+0.34y5
+0.23y2
+0.10y2
—0.02y2

+0.13ys3
+0.23y3
+0.29y3
+0.23y3
+0.13y3

—0.02y4
+0.10y4
+0.23y4
+0.34y4
+0.36y4

—0.14ys5
—0.02ys5
+0.13ys5
+0.36ys
+0.67ys

Observe que cada dato de tendencia s; es simplemente un promedio

ponderado de todos los datos en Y. Ademas. algunas de las

ponderaciones son negativas!
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. / z
Por otra parte, los datos del ciclo C' = [¢1, ¢a, ¢35, ¢4, ¢5] estan dados por:

c = 0.33y1
Co = —0.36y1
c3 = —0.13y,
Ccy = 0.02y;
cs = 0.149,

—0.36y5
+0.66y5
—0.23y9
—0.10y2
+0.02y5

—0.13ys
—0.23y3
+0.71y3
—0.23ys3
—0.13ys

+0.02y4
—0.10y4
—0.23y4
+0.66y4
—0.36y4

+0.14ys5
+0.02ys5
—0.13ys5
—0.36ys
+0.33ys5

De nuevo, observe que cada dato del ciclo ¢; es un promedio ponderado

de todos los puntos en Y, pero donde las ponderaciones suman cero.
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Escogiendo A

» El resultado del filtro es muy sensible a la escogencia de A.
» Como regla habitual, A se escoge seglin la frecuencia de los
datos

» Anuales = 100
» Trimestrales = 1600
» Mensuales = 14400
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El filtro HP tiene malas propiedades estadisticas

Hamilton 2017: Why You Should Never Use the HP Filter?

1. El filtro Hodrick-Prescott introduce relaciones dindmicas
espurias que no tienen sustento en el proceso generador de
datos subyacente.

2. Los valores filtrados al final de la muestra son muy distintos
de los del medio, y también estan caracterizados por una
dindmica espuria.

3. Una formalizacién estadistica del problema tipicamente
produce valores de A que distan mucho de los usados
cominmente en la practica.

4. Para Hamilton, hay una alternativa mejor: una regresién
AR(4) alcanza todos los objetivos buscados por usuarios del
filtro HP pero con ninguno de sus desventajas.
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Ejemplo 8:
Filtrando el PIB de Costa Rica con
HP



Los datos filtrados son muy sensibles a nueva informacién.

4

-4

1994 1999 2004 2009 2014
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HP puede inducir conclusiones equivocadas acerca del

comovimiento de series

Cogley y Nason (1995) analizaron las propiedades espectrales del
filtro HP

» Cuando se mide el componente ciclico de una serie de tiempo,
ies buena idea usar el filtro HP?

» Depende de la serie original
SI/, si es estacionaria alrededor de tendencia
NO, si es estacionaria en diferencia
» Este resultado tiene implicaciones importantes para modelos
DSGE

» Cuando se aplica el filtro HP a una serie integrada, el filtro
introduce periodicidad y comovimiento en las frecuencias del
ciclo econémico, aiin si no estaban presentes en los datos
originales.
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