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1. Introduccion



i Qué es una serie de tiempo?

Una serie de tiempo {y;}£; es una realizacién de un proceso
estocastico.
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ué nos gustaria hacer con esta serie de tiempo?

» Imaginemos a la serie de tiempo como la parte de un proceso
estocastico para la cual ya tenemos las realizaciones del
proceso (un valor por periodo)

Y1,Y2, - -5 YT, YT+1, YT+25 - - -

datos observados futuro
» Nos gustaria saber la distribucion condicional
]P)[yT-l-j < | ylv"'7yT]

» Esto nos permitiria utilizar nuestra serie de tiempo para
pronosticar valores futuros de la serie, asi como precisar su
variabilidad:

Er [yr+;] = Elyrej | v1-- -, yr]
Varr [yr+;] = Var [yr4; | y1, ..., y7]
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Nuestra tarea

» En la practica, puede ser que nunca conozcamos el verdadero
proceso generador de datos (PGD) (el proceso estocéstico del
cual fueron obtenidos los valores de nuestra serie de tiempo).

» Nuestra tarea es desarrollar modelos que capturen la esencia
del verdadero PGD.

> Las ecuaciones en diferencia estocasticas son una manera muy
conveniente de modelar procesos econémicos dindmicos.
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Ejemplo 1:
Controlando la oferta de dinero



» Suponga que la meta de oferta monetaria M™* del banco
central crece 100g% por afio:

M{ = (14 g)M;,
o en términos logaritmicos, con m* = log (M™)

m; = log(1 +g) +my_4

* A *
my & g+ my_q
» Para una condicién inicial m( dada, la solucién es:

mi = gt +m;
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» La cantidad efectiva de dinero m; puede diferir de la meta mj.

» El banco central intenta cerrar una proporcién p de la brecha
entre la meta y la cantidad efectiva del periodo anterior. El
cambio en la oferta de dinero es:

Amg=p (mff,l - mt—l) + &

» por lo que la oferta de dinero es

my = pmi_1 + (1 —p)mi—1 + €&
= pg(t — 1)+ pmg + (1 — p)mu—1 + €
=p(mg—g)+ (pg)t + (1 —p)mu—1+ &
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my=p(mg—g) + (pg)t + (1 —p)mu_1+ &

» Aunque la oferta monetaria es una variable continua, nuestro
modelo es una ecuacién en diferencia (discreta).

» Como las perturbaciones {¢;} son aleatorias, la oferta de
dinero es estocastica.

» Si supiéramos la distribucién de {¢;}, podriamos calcular la
distribucién de cada elemento de {m;}, porque estd
determinada completamente por los pardmetros de la ecuacién
y por la secuencia {e;}.

» Habiendo observado las primeras T' observaciones de la serie
{m.}, podriamos pronosticar futuros valores. Por ejemplo:

mry1 = p (9T +mg) + (1 — p)mr + €rt1
= Er [mry1] = p (¢T + mg) + (1 — p)mr
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Ruido blanco y el modelo clasico de regresion lineal

» En el MCRL se asume que

Y =z, 0+ €

donde para todas las observaciones t =1,2,...,T el término
de error cumple que:

Ele] =0 (media cero)
Varle] = o2 (no hay heteroscedasticidad)

Elee;] =0 sit#71 (no hay autocorrelacién)

» Es decir, el MCRL aplicado a series de tiempo asume que el
error es un proceso de ruido blanco.

» Sin embargo, en la practica rara vez se satisface ese supuesto
cuando se ajusta un modelo de regresién lineal a datos de
series de tiempo.
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Ejemplo 2:
Estimando la demanda de dinero



Consideremos la demanda de dinero en Costa Rica

log(My) = o + f1log(q:) + B2 log(ps) + B3 log(ir) + €

la cual estimamos con datos mensuales (1991m01 a 2020m01) del
medio circulante M, el IMAE ¢, el IPC pq, y la tasa basica pasiva

1t.
coef  std err t P> |t| [0.025 0.975]
Intercept 55080 0.227 24251 0.000 5.061 5.955
IMAE 1.1300 0.059 19.143 0.000 1.014 1.246
IPC 0.9463 0.021 45664 0.000 0.905 0.987
Thasica  -0.2409 0.018 -13.641 0.000 -0.276 -0.206
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No obstante, los residuos de la regresion no parecen ruido blanco.
Residuos de la regresion

0.2
0.0
-0.2
1994 1999 2004 2009 2014 2019
. Autocorrelacion Autocorrelacion parcial
0.5
0.0
0 12 24 36 48 0 12 24 36 48

» Conocer el valor de un residuo puede ayudar a pronosticar el
siguiente.

» Aln asi, notemos que para pronosticar el valor del M1 en
2020m02, necesitariamos pronosticar los valores de las demas
variables.
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En esta clase

» En esta clase aprenderemos a modelar series de tiempo en
funcién de:

» sus valores rezagados (procesos autorregresivos)
> valores rezagados de un ruido blanco (procesos de media mévil)
» Primero estudiamos las propiedades teéricas de procesos
estocasticos.

» Luego tratamos de identificar el PGD de nuestra serie a partir
de sus estadisticos muestrales, comparandolos con los
estadisticos de los procesos del punto anterior.

» Finalmente, utilizamos nuestro modelo estimado para

P anélisis de escenarios: jqué pasaria con la serie de tiempo si
recibe una perturbacién estocastica de cierta magnitud
(funcién impulso respuesta)

» prondsticos: j qué valores esperamos ver en el futuro para esta
serie de tiempo?
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Modelos que estudiaremos

Ruido blanco Proceso media movil

Es una secuencia {¢} cuyos
elementos satisfacen,

E (Gt) =0
E (ef) =02

E (ete;) =0 fort # 7

Sea {¢& } ruido blanco; el proceso
estocastico

Yy =€+ 1+ + 064

con 6, # 0 es llamado un pro-
ceso MA(q).

Sea {€:} ruido blanco; el pro-
ceso estocastico

Yt = P1Ye—1+- -+ SpYr—p+ €&

con ¢, # 0 es llamado un pro-
ceso AR(p).

Sea {¢ } ruido blanco; el proceso
estocéstico

Yt = P1Ys—1+ -+ OpYt—pt. ..
+er+ -1+ -+ Oger—g
es llamado proceso ARMA(p,q).

Proceso autorregresivo Autorregresivo media movil

©Randall Romero Aguilar, PhD
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La metodologia Box-Jenkins

1. Postular clase general de modelos

!

2. ldentificar un modelo provisional

!

3. Estimar pardmetros del modelo

! =
4. Ejecutar pruebas de diagnéstico adecuado

el modelo?
5. Usar modelo para pronéstico
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Acerca de los ejemplos

» En esta clase veremos ilustraciones de distintos proceso AR,
MA, y ARMA.

» Usted puede reproducirlas (y estudiar mas casos especificos de
estos procesos) con el paquete macrodemos que escribi en
Python para este tema.

» Para instalarlo: pip install macrodemos

» Para ejecutarlo:

1 |from macrodemos import ARMA_demo
2 | ARMA_demo ()
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http://randall-romero.com/code/macrodemos/

$y_t=+0.9y_{t-1}-0.5y_{t-2} + \epsilon_t+0.4\epsilon_{t-1}$

©Randall Romero Aguilar, PhD
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2. Proceso de media mévil MA(q)



Proceso media moévil de primer orden:

» Sea {e};o ., un proceso ruido blanco.

» Se define el proceso MA(1) como:

Y = o+ €+ Oepq
=p+(1+0L)e

» Su valor esperado es:

E[yt] =u+ E[Gt] + Q]E[Gt_l]
=pu+0+400
= p
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» Su varianza es

©Randall Romero Aguilar, PhD

= (1+6%)0

EC-4301 / 2020.1
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» Su autocovarianza j, para j > 1, es

Covlye, ye—j] = E[(ye — 1) (ye—j — )]
=E [(Et + 96t,1)(et,j + Get,j,l)]
=E [ei6—j + Ocrer—j—1 + Ocr16—j + 07116 j1]
=0+0x0+0E[e164]+6%x0
fo2 ,sij=1
(=16t {o L sij>1

©Randall Romero Aguilar, PhD EC-4301 / 2020.1 17



» Por lo tanto, su funcién de autocorrelacidén es
0 ..
o W , Sl ] = 1
Pj = ..
0 ,sig>1
» Notemos que la funcién de autocorrelacién de
Yt = i+ € + Oe;_1 es la misma que para el proceso
1
Zp = [+ €+ G€—1

05
g 00
-05
-2.0 -05 00 05 2.0
6

©Randall Romero Aguilar, PhD EC-4301 / 2020.1
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» Resumiendo los resultados que hemos obtenido

Ely] = p
Varly;] = (14 6%)0?
fo? | sij=1
Covly, yi_j] = ’
ov([yt, Y] {0 Csij>1

vemos que ninguno de estos momentos depende del tiempo ¢,
por lo que el proceso MA(1) siempre es
covarianza-estacionario.
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Ejemplo 3:
MA(1)



Y = € TF O.8€t_1 Yt — € — 0.8€t_1

Realizacién Realizacién

Autocorrelacién Autocorrelacién
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Invertibilidad de un proceso MA(1)

» Supongamos que p = 0, con lo que el proceso es
yr=¢€+0e6_1=(14+0L)¢
» Siempre que |f| < 1 podemos invertir el polinomio (1 + 6 L):
(1+0L) ' =1—-0L+0*1L2 0313 +...)

» con lo que
¢ =(14+0L)" 1y
=(1—-0L+0*12 0313 +.. )y
=y — Oy + Pyo — Py + ...
=y =6+ 0y_1—0Py_o+ Py_g—...

» Es decir, podemos representar el proceso MA(1) como un
proceso AR(o0).
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» Recordemos que si bien un proceso MA(1) con pardmetro 6
tiene exactamente la misma funcién de autocorrelacién que un
proceso con parametro %, solo uno de ellos puede ser
invertible, porque si |0 < 1, entonces |§| > 1.

» Para ciertos métodos de estimacién, sélo serd posible estimar
el modelo MA(1) si es invertible.

» Por ello, para modelos no invertibles se suele cambiar el
pardmetro por su reciproco.
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El proceso MA(q)

» Es facil extender el proceso MA(1) para incluir mas rezagos.
» El proceso MA(q) es

yt:M+€t+91€t_1+"'+9q€t_q
=p+(1+0 L+ +0,L9)¢
=pu+O(L)e

con ¢; ruido blanco.

» Su valor esperado es

E(y:) =E(u+e+0ie-1+ -+ 0ger—g)
=pu+E(e) + O E(e—1)+ - +0,E(e—g)
=p
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» Su varianza es

Varly,] = E [(y: — n)°]
=K [(Et + 61615—1 + -+ qut_q)2]
:U2+0%02+"'+0302
=(1+6 4+ +62)0°

> mientras que su autocovarianza es

0 para j > q.

;= {(9] +9j+191 +9j+292 + - +9q9q_j)0'2 sig=1,2,...
=

» es decir, una caracteristica distintiva de un proceso MA(q) es
que todas sus autocorrelaciones para rezagos mayores a g son
cero.
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Invertibilidad de un proceso MA(q)

» El proceso MA(q)
yr=p+O([L)e

sera invertible si y solo si las raices del polinomio ©(z) estan
todas fuera del circulo unitario.

» En ese caso, el proceso se puede representar por

e =07 (L)(y — p)

lo cual corresponde a un proceso AR(c0).
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Funcién impulso respuesta de un proceso MA(q)

» La funcién de impulso respuesta esta definida por

. OYi4j
w(j) = 5

es decir, nos dice cuanto cambia y luego de j periodos ante
una perturbacion.

» Para series estacionarias, podemos escribir

_ Oy
861‘/7]’

(j)
» Pero como y; = pt+ € + 01€4—1 + - - - + O4€4—4 es facil ver que
es decir, la funcién de impulso respuesta es idéntica a los

coeficientes del proceso MA(q).
©Randall Romero Aguilar, PhD EC-4301 / 2020.1 2



Ejemplo 4:
MA(2) y MA(4)



yr = € + 0.5¢,_1 + 0.5¢4_9

Realizacién Funcién impulso respuesta
.
2 08
i 0.6
04
02
-4
20 40 0 20 100 120 o 5 m 75 20
Autocorrelacién Raices de 22 + 0.5z + 0.5
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Yy = €t — 0.6€6;_1 + 0.3¢;_9 — 0.5¢;_3 + 0.5¢;_4

Realizacién Funcién impulso respuesta

0 5 10 15 20

Autocorrelacion Raices de z* —0.62° j|—0.3z2 —0.52+0.5
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Proceso media mévil de orden infinito: MA(o0)

» Definimos el proceso MA(o0) como

Yt = [+ Vo€t + Prei—1 + Yoo+ ...

» Su media es
Ely] = p

» Su varianza es

Yo = (Vg + ¢35+ 93 +...)0?

la cual es finita siempre y cuando

o0
Z?/)? < 00
j=0
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3. Proceso autorregresivo AR(p)



Proceso autorregresivo de primer orden: AR(1)

» Sea {e};° ., un proceso ruido blanco.
» Se define el proceso AR(1) como:

Yt =c+ QY1+ €&
Yt — QY1 = c+ €
1-9¢L)yy =c+e

» Siempre que |¢| < 1 podemos invertir el término (1 — ¢ L)

ye=01—-¢L)"! (c+e)

=(1-¢L) e+ (1-9¢L) g

__ ¢ 2712

= 1_¢+(1+¢>L+¢> L*+... ) e
= 1f¢+€t+¢6t_1+¢26t_2+...
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» Vemos por tanto que si |¢| < 1 el proceso AR(1) puede
escribirse como el proceso MA(o0)

C
- 1_¢+6t—|—¢6t_1+¢26t_2+...

» Por lo que su valor esperado es:

Yt

E[yt]zﬂzligb

P> vy su varianza es

Varly =y = (1+¢" +¢* +¢°+...) 0”

0_2

T1-4
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» La representacion MA(oo) nos muestra que y; depende de la

perturbacién presente ¢; y de todas las pasadas €;_1,€—9,...

pero no depende de ninguna de las perturbaciones futuras
€t41, €442y - -

» Por ello, la covarianza de y; con cualquier perturbaciéon
posterior €.k (con k > 0) es cero.

©Randall Romero Aguilar, PhD EC-4301 / 2020.1
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» Sabiendo que un proceso AR(1) es estacionario si |¢| < 1, es
facil obtener sus momentos sin necesidad de obtener su
representaciéon MA(co).

» En el caso de la media:

Yyt =c+ oyr1 + &
Ely] = ¢+ ¢ Elys—1] + Ele]
p=c+ou+0
¢

16

P> Restando la tercera linea de la primera, vemos que el proceso
puede escribirse como un AR(1) para la desviacion respecto a
la media sin la constante:

==

Y — p=d(ye—1 — 1) + €&
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P Para obtener su varianza elevamos al cuadrado la expresién
anterior y tomamos su valor esperado

E(7) =E [((th—l + 6t)2}
0 = E [$°57 1 + 20016 + €]
= ¢*v9 +2%x 0+ 02

0_2

Ers

= =

©Randall Romero Aguilar, PhD EC-4301 / 2020.1
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» Para obtener su autocovarianza «;, para j > 1, escribimos

Yt = QY1 + &

multiplicamos ambos lados por ¢;—; y tomamos esperanza
E [§t9t—5] = E[¢gt—10t—; + Je—jet]
Vi = OV-1

> Vemos que la funcidén de autocorrelacién es la solucién de una
ecuacién en diferencia homogénea de primer orden, cuya
solucién es
Y =0
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» Resumiendo los resultados que hemos obtenido

c
Elyl =n=1—
2
g
Varly] =0 = T4
Covlys, yi—j]1 = v = ¢’
pj=¢’

vemos que ninguno de estos momentos depende del tiempo ¢,
por lo que el proceso AR(1) es covarianza-estacionario siempre
y cuando |¢| < 1.

©Randall Romero Aguilar, PhD
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» A partir de la representacién MA(oo) del proceso AR(1) con
o] <1
yr=p+ e+ de1 + o+ ...

es facil observar que su funcién de impulso respuesta

N Oyiyj Oyt ;
W = = = ]
() =3¢ Per ¢

es idéntica a su funcién de autocorrelaciones.
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Ejemplo 5:
AR(1)



yr = 09y:—1 + €&

Realizacién

60 80

Autocorrelacién

©Randall Romero Aguilar, PhD

v = —0.9y—1 + ¢

Realizacién

Autocorrelacién
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El proceso AR(p)

» Es facil extender el proceso AR(1) para incluir mas rezagos.
» El proceso AR(p) es

Y=ct+oryp—1+ -+ Opyr—p + e
Y — P1yt—1 — - — PplYt—p = Ct+ €
(1-—g1 L' = =g, L") yy = c+ e
L)y =c+ e

» El proceso AR(p) es una ecuacién en diferencia de orden p.

P Esta ecuacidn es estable si y solo si las raices del polinomio
1— ¢zt — o — ¢p2P estan todas fuera del circulo unitario.
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> Si el proceso es estable, resolvemos para y;

Yy = YL) (c+e)
=0 (De+ o 1 (L)e

C
= +d (L)
T—g— g
» Su valor esperado es
c
E(y) = =
W= =,

» Similar a lo que obtuvimos para el proceso AR(1), podemos
escribir el proceso AR(p) en términos de desviacién de la
media g =y — .

U= O1h—1+ -+ Opli—p + €&

©Randall Romero Aguilar, PhD EC-4301 / 2020.1
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» Para obtener su varianza y autocovarianzas multiplicamos la
expresién anterior por y;—;, con j > 0, y calculamos el valor
esperado

E [5:9i—j] = E{o19e—17i—j + -+ + OpUi—pTe—j + €:G1—j]
i = ¢1'71+"’+¢p’7p+0'2 sij=0
’ G1Yj—1+ -+ dpyj—p sij>0

©Randall Romero Aguilar, PhD EC-4301 / 2020.1
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» Si dividimos la dltima linea entre la varianza 7 obtenemos las

Ecuaciones Yule-Walker

pj = ¢1pj—1+ -+ Pppj—p, con j >0

» Esta es la misma ecuacién en diferencia que el proceso
original, por lo que en principio se puede resolver con los
métodos convencionales, una vez que tengamos p valores
iniciales po, p1, ..., Pp—1.

» En general, no es tan sencillo obtener despejar los valores de
las autocorrelaciones p;.
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» Para obtener la funcién de impulso respuesta, podriamos
partir de la forma

yr = p+ & H(L)e

pero esto requiere que obtengamos la forma explicita del
polinomio de rezagos

O HL) =1+ L+ L2+ ..

» Ahora bien, reconociendo que un proceso AR(p) es una
ecuacién en diferencia de orden p, encontramos que

Yty

e, =M +eMN+-+ cpA),

donde \; son las raices del polinomio caracteristico
N — g AP~L— .. — ¢, (ver tema 2, p.19-20).
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» Para un proceso AR(p) estacionario, sabemos que todas las
raices \; estan dentro del circulo unitario.

» Por ello, a partir de

OYi1j
5et

=M e+ N

sabemos que la funcién de impulso respuesta converge a cero
en el largo plazo.

» La forma de la funcién depende especialmente del valor \;
mas grande:

» Si es positivo, decae geométricamente,
> Si es negativo, decae alternando de signo,
> Si es complejo, decae oscilando periédicamente (ver tema 2,

p.25).
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Ejemplo 6:
AR(2): y: = 0.9y, 1 — 0.625y; 2 + €



Yyt = 0.9y, 1 — 0.625y; 2 + €

Realizacién

0 20 40 60 80

Autocorrelacion

©Randall Romero Aguilar, PhD

120

Con las ecuaciones Yule-Walker

o1+ P2p1 = p1
p1p1 + P2 = p2
encontramos
o1
= ~ (0.5538
P1 1— 4

p2 = ¢1p1 + P2 ~ —0.1265

Las demas autocorrelaciones las

encontramos con

pj = 0.9pj—1 — 0.625p; 2

EC-4301 / 2020.1
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La ecuacidn caracteristica es
A2 — 0.9\ +0.625 =0

con raices
A = 0.45 £ 0.65¢
~ 0.79 (cos0.97 £ i sin 0.97)

por lo que el proceso es estacio-|
nario.

/\
\/

©Randall Romero Aguilar, PhD

Usando las férmulas del tema 2
(pp.19-25), encontramos su funcién
impulso respuesta

0.797 [cos(0.975) — 2 sin(0.975)]

la cual converge a cero, oscilando
periédicamente conforme j — co.
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Ejemplo 7:
AR(1) vs AR(2)



» Consideremos estos dos procesos autorregresivos:

yr = 0.9y—1 + € Yt = 0.5y—1 + 0.4y o + €

Autocorrelations Autocorrelations

) III i
o 2 C g e 10 0 2 4 6 8 0

» Este caso ilustra que es sumamente dificil identificar el orden
p de un proceso AR(p) a partir de su autocorrelograma.

» Para resolver este problema, a continuacién estudiaremos la
autocorrelacion parcial.

©Randall Romero Aguilar, PhD EC-4301 / 2020.1
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Autocorrelacion parcial

» La autocorrelacién parcial mide la correlacién restante entre y;
Y Y;—k una vez que se han eliminado la influencia de

Yt—1,Yt—25 - s Yt—k+1-

k k k k
Yy = a§ )yt71 + aé )yt—z + e+ a,(g_)lyt—kﬂ + (Ii, >yt—k

“eliminamos” este efecto
» Es decir, las primeros m autocorrelaciones parciales vienen de

1
Yt = (1(1 >yt—1

2 (2
Yt = ai )yt—l + aé )yt—Z

Yy = aim’”yt_l + aém’”yt_z + -+ af,’ffl”yt_mﬂ

Yy = aﬁm)ytfl + agm)yH + e+ aiﬁ”_)lytfmﬂ + (1,,(,",,”>ytfm
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k
» Para encontrar el valor de a}g ) basta con resolver

_ 1 a7 o
1 pL P2 e Pk—1 1 p1
| (k)
P1 pL - PE—2| [G9 P2
P2 p1 I .. pr-3 a:(,,k) = |p3
| Pk-1 Prk—2 Pk-3 .- 1 ] (,Ef") | Pk |

» En adelante, denotaremos la k-ésima correlacién parcial por
(k) = (k)
o(k) = q

©Randall Romero Aguilar, PhD EC-4301 / 2020.1



» Comparando las ecuaciones del proceso AR(p) y de la
autocorrelacién parcial k:

Yt = O1ye—1 + G2yr—2+ -+ Opyi—p + €&
k k k k)
Yy = a§ )yt—1 + a; )yt—2 + -+ a;(c_)lytkarl + ”(A. Yt—k
vemos que
> si k = p, entonces ¢, = ¢,
» si k > p, entonces ¢ =0
> si k=1, entonces 1 = p;
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Ejemplo 8:
AR(1) vs AR(2), con autocorrelaciéon
parcial



» Consideremos de nuevo estos procesos autorregresivos:

Y =09y 1 + ¢ Y = 0.5y—1 + 0.4y o + ¢

Partial Autocorrelations Partial Autocorrelations

s 10 0 2 4 5

» Ahora es muy sencillo identificar el orden p de los proceso AR.
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Para encontrar la segunda autocorrelacién parcial, resolvemos

=0 5] Bl-=2x ] I

_ 2
de donde o = pf_—[%l.
» Para el proceso AR(1) sabemos que pj = ¢*, con lo que

comprobamos que g = L =0.

» En un ejemplo anterior encontramos que para un proceso
AR(2) se cumple
$1

B _§ 49
P1—1_¢2—6

60

p2 = $1p1 + P2 =

Al sustituir en la expresién para ¢ comprobamos que

49 _ 25

60 36
902:72520.4:@-

36
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4. Proceso autorregresivo de media movil

ARMA(p,q)



Procesos ARMA

Definicion: proceso ARMA

Sea {€;} un proceso ruido blanco; el proceso estocastico
Yyy=c+o1Y—1+ -+ Spyt—p + € + 0161+ - -+ 0get—q

con ¢p, 84 # 0 es llamado un proceso ARMA(p,q).

» ARMA = AutoRegressive Moving Average, (autorregresivo
media mévil)

» Los procesos ARMA son importantes porque todo proceso
estacionario puede ser aproximado por un proceso ARMA.
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» Similar a lo que encontramos con los procesos AR(p), si
asumimos que es estacionario su media satisface la relacién

p=ctoipt -+ gpp

» Por lo que el proceso puede escribirse sin el intercepto, si
expresamos la variable y como desviacién de su media

Ut = G1h—1+ -+ Oplt—p + € + 01601 + - - - + Oge0—4

» Las férmulas para la varianza y la autocovarianza se obtienen
aplicando las definiciones del caso, pero tienden a ser mas
complicadas.
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Estabilidad e invertibilidad de un proceso ARMA

El proceso g1 = 1911+ -+ Qplr—p + & + O1€r1 + - + 04604
puede expresarse en términos de polinomios de rezagos:

Ut — 01— — - — Gplr—p = & + 0ie—1 + -+ Oge1—¢
(1= L= =gplP) g =(1+6 L+ +0,L) e
(I)(L)gt = G(L)Et

Estabilidad Invertibilidad

Si las raices del polinomio ®(z) | | Si las raices del polinomio O(z)
estdn todas fuera del circulo||estan todas fuera del circulo uni-
unitario, el proceso es estable. | | tario, el proceso es invertible.

gt = 2(L)"'O(L)e e = O(L) '@ (L)7
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Sobreparametrizacién de un proceso ARMA

» Supongamos que tenemos un proceso ARMA(p, q)
®(L)y: = O(L)et, en el cual los polinomios ©(L) tiene una
raiz en comdn. En este caso podemos

O(L)y: = O(L)e
(1—-rL)®*(L)y, = (1 —rL)©*(L)e
®*(L)y; = ©"(L)e

» Es decir, podemos representar el mismo proceso con un
modelo ARMA(p-1, g-1).
» Decimos que:

» el modelo ARMA(p,q) esté sobreparametrizado.
» el modelo ARMA(p-1, g-1) es una representacién mas
parsimoniosa del proceso generador de datos.
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Ejemplo 9:
Sobreparametrizacion



Consideremos estos dos procesos ARMA

Autocorrelacién Autocorrelaciéon parcial

yr = L.3y—1 — 0-4yt—2 + €+ 0.1e,—1 — 0.3€4—9

ARMAQQ)jIIII ‘II -

yr = 0.8y;—1 + € + 0.6,

ARMAGJ)1IIII 'II

iSus funciones ACF y PACF son idénticas!
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P Las raices de los polinomios de rezagos del proceso

ARMA(2,2)
Raices AR Raices MA

» Vemos que ambas tienen a z = 0.5 como una raiz.

> Al “eliminarla” de ambos polinomios, terminamos con el
MIiSMO Proceso pero con menos parametros.

» Esta representacion ARMA(L, 1) es una versién mas
del mismo proceso.
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5. Estimacion de modelos ARMA



Introduccién (muy breve) al estimador de maxima

verosimilitud

» Sea f(y|@) la funcién de densidad conjunta de la variable

Y =[Y1,...,Y,]. Entonces, para una muestra observada y de
esta distribucién, la funcién del vector de pardmetros 6
definida por

L(0ly) = f(yl0)

se conoce como la funcion de verosimilitud.

» El| estimador de maxima verosimilitud es el valor del vector de
pardmetros 6 que maximiza la funcién de verosimilitud

OvL = argmax L(0]y)
6 =
In L :L/) 'y):

» Es decir, éML es el pardmetro que hace mas plausible haber
obtenido la muestra y si la verdadera distribucion era f(y|0).
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Ejemplo 10:
Estimador maximo verosimil de una
distribucién exponencial



» Supongamos que tenemos una muestra {x1,...,zy} de
valores tomados de realizaciones independientes de una
distribucién exponencial con pardmetro A

» La funcién de densidad de una observacién es f(z|\) = Ae™*

» La funcién de verosimilitud es la probabilidad conjunta de
observar esta muestra:

N
L(Az1,...,2N) = H Ae A%
i=1
o bien, tomando su logaritmo
N
LA|z1,...,zn) =Y [Ind = Az
i=1
N
=NInA— >

=1
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» Para encontrar el maximo:

aL()

N :7_25“_0

» Por lo tanto, el estimador de maxima verosimilitud es:

- N
AML= =y =

N
dim1 T

donde T es el promedio simple de los datos.

ST
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Estimacion de modelos ARMA

» Pensemos en un proceso ARMA estacionario como una

distribucién conjunta de Y7, ..., Yr, donde
E(Y;) = p Cov (Y1, Yi—j) = ;
» Entonces
(V1] Iz
Eli|=i=wn
Y7 | %
v, ] pl /)11 I,ZTfl
1 <o PT-2
Var | : | =7 ) ] ) ) =0
Yy : : . :
- pr-1 pr—2 ... 1
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» Supongamos que tenemos una serie de tiempo débilmente
estacionaria, con datos generados por el proceso ARMA
descrito anteriormente.

Yy =[y1,v2, ..., yr)

» Si asumimos que el ruido blanco ¢; tiene una distribucién
normal, entonces el proceso ARMA tiene una distribucién
normal multivariada

» Su funcién de log-verosimilitud es

L) = —%1n(27r) + %ln ]Q_l\ — %(y — //)’Sl_l(y — /1)

©Randall Romero Aguilar, PhD EC-4301 / 2020.1



En general, los modelos ARMA se estiman por el método de
méaxima verosimilitud.

Para ello, se igualan a cero las derivadas de la funcién L£(6)
con respecto a cada uno de los parametros presentes en 6.

El resultado es un sistema de ecuaciones no lineales que
carece de solucién cerrada.

Por ello, es necesario recurrir a métodos numéricos para
resolver estos sistemas de ecuaciones.

Por razones de tiempo, no cubrimos estos métodos en este
curso. Para mas detalles, consulte Greene (2012, capitulo 5) y
Miranda y Fackler (2002, capitulos 3 y 4)
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Estimacion de modelos autorregresivos

» Para el modelo AR(p)
Yyr=cH+ o1+ +opupt+e  Var(e) =0

es posible estimar los parametros c, ¢1,. .., ¢, por minimos
cuadrados ordinarios.

» El resultado es equivalente a un estimador de maxima
verosimilitud condicional.

» Se llama asi porque los primeros p valores de la serie se toman
como dados.

» Sila muestra es grande, el resultado es equivalente al
estimador de maxima verosimilitud exacto.

» El pardmetro o se estima como el promedio de los cuadrados

de los residuos de la regresiéon anterior.
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Ejemplo 11:
Estimando un modelo AR(3) para la
inflacién mensual



Veamos la serie histérica y los autocorrelogramas de la inflacion
mensual subyacente de Costa Rica

Inflacion subyacente, mensual

2007 2009 2011 2013 2015 2017 2019

Autocorrelacion Autocorrelacion parcial
1.0

o
o

o

0

‘WH]HHHIHHIHM |‘H__x..,.rlu.‘., g
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Consideremos este proceso AR(3) para modelar la inflacién

mensual subyacente

Yt =C+ P1ys—1 + P2Yr—2 + P3yr—3 + €&

la cual estimamos con datos mensuales (2006m08 a 2020m03,

indicador 25725).

coef std err z P> |z [0.025 0.975]
const 0.3535 0.104 3.384 0.001 0.149 0.558
ar.Ll.si 0.2534 0.073 3.469 0.001 0.110 0.396
ar.L2.isi 0.1996 0.074 2.679 0.008 0.054 0.346
ar.L3.isi 0.3690 0.073 5.059 0.000 0.226 0.512
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» El modelo ajustado es
7t = 0.25349; 1 + 0.19967; o + 0.36907:_3 + €
7t =yt — 0.3535
e ~ N(0,0.2522?)

Raices inversas del polinomio autorregresivo
ol

Las raices inversas del polinomio °

1-0.253L —0.200 L2 —0.369 L Ny
»  estin dentro del circulo unitario, o0 i °

por lo que el proceso es

estacionario. >

225° 315°

270°
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Los residuos de la regresién parecen ruido blanco, excepto por la

presencia de un efecto estacional (rezago 12).
Residuos del modelo AR(3)

0.5

0.0

-0.5
2007 2009 2011 2013 2015 2017 2019

Autocorrelacion Autocorrelacion parcial

1.00

0.75

0.50

025 I [

oo a1 P IR I | S ) IR T |

l‘llll | L3S 5‘5111 19 ]

0 6 12 18 24 0 6 12 18 24
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En Stata:

arima isi, arima(3,0,0)

(setting optimization to BHHH)

Iteration 0: log likelihood -7.3405352
Iteration 1 log likelihood -7.3208124
Iteration 2: log likelihood = -7.3199769
Iteration 3: log likelihood -7.3197271
Iteration 4: log likelihood = -7.3196206

(switching optimization to BFGS)
Iteration 5: log likelihood = -7.3195774
Iteration 6: log likelihood -7.3195452
Iteration 7: log likelihood = -7.3195446

ARIMA regression

~——

Iteraciones del
método numérico

Sample: 2006m8 - 2020m3 Number of obs = 164
Wald chi2(3) = 202.08
Log likelihood = -7.319545 Prob > chi2 = 0.0000
OPG
isi Coef. std. Err. z P>|z| [95% Conf. Interval]
isi

_cons .3534968 .1181878 2.99 0.003 .121853 .5851406

ARMA

ar
Ll. .2533589 .0724494 3.50 0.000 .1113607 .3953571
L2. .1995733 .0514003 3.88 0.000 .0988305 .3003161
L3. .3689968 .0712193 5.18 0.000 .2294095 .5085841
/sigma .2521808 .0103002 24.48 0.000 .2319929 .2723688
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Seleccién de delos

» En la estimacién de maxima verosimilitud de un modelo
ARMA(p,q) hay un supuesto implicito: que sabemos el orden
del proceso, es decir, que sabemos el nimero “correcto” de
rezagos p, q

P> En la practica, esto rara vez sucede.

» Tenemos una disyuntiva: Entre mas rezagos incluyamos

> “mejor"” serd el ajuste del modelo a los datos.
P “peor” se vuelve la precisién de los pardmetros que se estiman.

P> La metodologia de Box-Jenkins sugiere buscar modelos
parsimoniosos.
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» La parsimonia (usar tan pocos pardmetros como sea
necesario) tiene sus beneficios a la hora de hacer pronésticos.

» Muchos modelos estructurales complejos tienen un ajuste muy
alto a la muestra en que se estiman, pero hacen prondsticos
muy pobres fuera de la muestra.

» Sorprendentemente, modelos ARMA univariados sencillos
pueden hacer mejores pronésticos.

P> La idea es que entre mas parametros haya que estimar, mas
posibilidad hay de hacerlo mal.
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La filosofia de modelacion de Box-Jenkins

El enfoque para pronosticar de Box-Jenkins consiste de cuatro
etapas:

1. Transformar los datos (de ser necesario) para que el supuesto
de estacionariedad sea razonable.

2. Adivinar valores pequeiios de p y ¢ para un modelo
ARMA(p,q) que pueda describir la serie transformada.

3. Estimar los parametros de ¢(L) y 0(L).

4. Realizar anélisis de diagnéstico para confirmar que el modelo
es consistente con los datos observados.
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Distinguiendo los procesos AR(p) de los MA(q)

Autocorrelacion Autocorrelacién parcial
se parte en ¢ no se parte

. II o -.--_ P
no se parte se parte en p

AR(p)
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Criterios de seleccidn

» El autocorrelograma y el autocorrelograma parcial ayudan a
reconocer series ARMA(p,0) y ARMA(O, q), pero no series
ARMA(p,q) con pq # 0.

» Para esto, recurrimos a criterios de seleccion.

P Estos criterios tratan de resolver la disyuntiva de que a
mayores valores de p, g, “mejor” sera el ajuste pero “peor” la
precisién de la estimacion.

» Los criterios mas usuales son el de Akaike (Akaike) y el de
Bayes (BIC).
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» Sean L el maximo de la funcién log-verosimilitud, T el
nimero de observaciones, y K = p + g+ 2 el nimero de
pardmetros estimado.

» Entonces

Criterio de informacién de Akaike Criterio de informacién de Bayes

AlC= -2 + 2K BIC= —2£ + (1)K

“desajuste” penalizacién “desajuste”

penalizacién

» Se escoge la combinacion p, ¢ que minimiza el criterio de
informacién.

» En la practica, en ocasiones AIC y BIC escogen modelos
distintos.

©Randall Romero Aguilar, PhD EC-4301 / 2020.1 76



Ejemplo 12:
Seleccionando p, q para un modelo
ARMA de inflacién



En Stata, para el modelo AR(3) que estimamos en el ejemplo
anterior:
. estat ic

Akaike's information criterion and Bayesian information criterion

Model Obs 11(null) 11 (model) daf AIC BIC

T= 164 L= -7.319545 K= 5  24.63909 40.13842

Calculamos los criterios de informacién:

AIC = —2L + 2K
= —2x —7.3195 + 2 x 5 = 24.63909

BIC = —2£ + In(T)K
— —2 x —7.3195 + In(164) x 5 = 40.13842
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» Si calculamos los dos criterios para una combinacién de
valores p, g obtenemos

AIC BIC
9=0 g=1 g=2 =0 g=1 g=2
p=0 128.02 89.62 83.77 p=0 13422 08.92 96.17
p=1 6431 30.74 31.92 p=1 7361 43.14 47.42
p=2 4627 3221 34.44 p=2 5867 47.71 53.04
p=3 2464 2651 2832 p=3  40.14 4511 50.02
p=4 2650 28.43 25.10 p=4 4510 50.13 49.90

» Esto nos indica que la serie de tiempo debe modelarse como

un proceso AR(3).
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6. Prondsticos con modelos ARMA



Prondsticos con modelos ARMA

> Sea y;rj't un prondstico de y;4; pasado en datos observados
hasta ¢.

» Definimos el “mejor” prondstico de este tipo como aquel que
minimiza el error cuadratico medio

2
* — *
MSE (yt+j|t> =E (?Jt+j - yt+j\t>
» Aunque no lo probamos aqui, resulta que el pronéstico con el
menor error cuadratico medio es la esperanza de y;;

condicional en los datos hasta ¢:

Yiriie = B Weilve ye—1, - ) = Ee (ye45)
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Pronosticando valores puntuales de la serie

» Es muy sencillo obtener de manera recursiva estos prondsticos
para los modelos ARMA, siguiendo estos 3 pasos:

1. Se escribe la ecuacion ARMA de manera que y; quede a la
izquierda y todos los otros términos a la derecha.

Se sustituye el indice ¢ por T + h.

3. En el lado derecho de la ecuacién, se sustituyen:

N

» observaciones futuras con sus pronésticos,
> errores futuros con cero,
P errores pasados con sus respectivos residuos.
» Empezando con h = 1, se repiten los pasos 2 y 3 para valores
h =2,3,... hasta que todos los pronésticos hayan sido
calculados.
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Para ilustrar el procedimiento, consideremos este proceso
ARMA(1,2)
(1—¢L)j = (146, L+6, L%

» Paso 1: §; = ¢ys—1 + € + 01641 + boer_o

» Para h = 1: Ur+1 = QYT + €741 + e + baer_q
Ursvr = Yr + Orér + Orér—

» Para h = 2: Y142 = OYr41 + €ry2 + Orerpq + Ozer
YTioir = OYryyr + O2er

» Para h = 3: UT+3 = QYr4+2 + €743 + Oheryo + Orera

* _ ~%
Y73 = ¢yT+2|T
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» Es facil comprobar que, siguiendo este procedimiento, una vez
que h > p, h > ¢ la ecuacién de prondstico sera

37;“-1-}1 = ¢13H“+h—1 +ooet ¢pg>7k”+h—p

» Esto es una ecuacién en diferencia de orden p, de la cual
sabemos que sus raices estan dentro del circulo unitario.

» Por ello
lim 4%,, =0 es decir lim %, , =
hsoo yT+h ot yT+h 1%

» Esto nos dice que, para valores grandes de h, el prondstico es
simplemente la media del proceso.
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Cuantificando la incertidumbre de los prondsticos puntuales

» Para saber qué tan precisos esperamos que sean estos
prondsticos, necesitamos cuantificar su error cuadratico medio

2
MSE (yt+j|t) =E (yt_,_j — yt+j|t>
=E (145 — Bt (e45))°
= Var; (yi+;)

» Es decir, necesitamos cuantificar la varianza de ;. ;
condicional en los datos disponibles en ¢.

» Por razones de tiempo, no vamos a desarrollar estas férmulas
durante este curso.
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Ejemplo 13:
Pronosticando la inflacion



2007 2009

©Randall Romero Aguilar, PhD

2011

2013

2015

2017

EC-4301 / 2020.

2019

2021

2023

84



podria salir mal?

» En todas las formulas que hemos elaborado para los
pronédsticos hasta ahora, estd implicito que conocemos los
verdaderos valores de los pardmetros.

» En la practica, esos parametros son estimados a partir de los
datos.

» Tomemos por ejemplo un proceso AR(1):

Yir1 = OYr + €141 (valor verdadero)
y;‘+1|t = oyt (prondstico)

Yl — Y = (¢ - ¢> Yo+ €41
N—— —— ~—— ~~

error de prondstico “sesgo” fnnovacion
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