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1. Una breve historia



i Para qué estudiar series de tiempo

El anélisis de series de tiempo ayuda a detectar regularidades en las
observaciones de una variable y derivar “leyes” a partir de ellas, o
bien para explotar toda la informacién incluida en la variable para
predecir mejor el futuro.

P El anélisis de series de tiempo ha tenido un papel importante
en la ciencia desde la antigliedad.

» Por ejemplo, los astronomos babilonios usaron series de tiempo
de las posiciones relativas de las estrellas y planetas para
predecir eventos astronémicos.

» Kepler descubrié las leyes que llevan su nombre a partir de
observaciones de los movimientos de los planetas.
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Inicios 1900s -> Evgenij E. Slutzky y George Udny Yule

» A inicios del siglo XX, Slutzky y Yule mostraron que series de
tiempo con propiedades similares a series econdmicas pueden
generarse como sumas o restas (simples o ponderadas) de
procesos puramente aleatorios.

» Desarrollaron los procesos de media mévil y autorregresivos
como modelos para representar series de tiempo.
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1919 -> Warren M. Persons

» En 1919 Persons propuso la descomposicién de una serie de
tiempo en componentes no observables que dependen de
causas distintas.

» Los componentes son:

» un movimiento de largo plazo, la tendencia,

» un componente ciclico con periodos de mas de un afio, el ciclo
econdémico,

» un componente que contiene los aumentos y disminuciones
dentro del afo, el ciclo estacional,

» un componente que contiene todos los movimientos no
atribuibles a los demas componentes, el residual o componente
irregular.

Multiplicativa

Y, =T, +Cy + Sy + Iy Y, =T, x Cy x S¢ x I
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Ejemplo 1:
Componentes del IMAE
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Esta es una descomposicién “ingenua”. Mas adelante en el curso estudiaremos métodos mas sofisticados.
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Enfoques clasico vs moderno de descomposicién de series

» Como los componentes no son observables, es necesario hacer
supuestos acerca de su naturaleza para estudiar el proceso

generador de la serie.

Enfoque clasico Enfoque moderno

Vi=T,+Ci+ S+ I
—_—

deterministicos estocastico

Los componentes sistematicos son fun-
ciones deterministicas del tiempo, el

componente residual es estocastico pero

no contiene movimientos sistematicos.

V=T, +Ci +Si + I;

estocasticos

La “ley de movimiento” de la serie es
vista como un proceso estocastico, y los
datos de la serie como una realizacion

del proceso generador de datos.
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1930s -> Jan Tinbergen

> En 1936, Tinbergen construyé el primer modelo econométrico:
un modelo macroeconométrico de la economia holandesa,
empezando asi el desarrollo de la econometria aplicada.

> En 1939, presentd su metodologia para el andlisis estadistico
de teorias de ciclo econédmico, asi como un modelo
macroeconométrico de Estados Unidos.

» Sus métodos fueron controversiales:

“Nadie podria ser mas franco, mas meticuloso, mas libre de prejuicios subje-
tivos o partidistas que el profesor Tinbergen. No hay nadie, por lo tanto, en
lo que respecta a las cualidades humanas, a quien seria mas seguro confiar
con magia negra. Todavia no estoy convencido de que haya alguien en quien
confiaria en la etapa actual o que esta marca de alquimia estadistica estd ma-
dura para convertirse en una rama de la ciencia. Pero Newton, Boyle y Locke
jugaron con la alquimia. Asi que déjenle continuar.”

Keynes, 1940

Citado por Boumans (2015)
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1938 -> Herman Wold

> Wold sistematizd y generalizé el trabajo de Slutzky y Yule.

> Demostré que para proceso covarianza-estacionario,
puramente no-deterministico, existe una descomposicién de la
serie como combinacién lineal de una serie de variables
aleatorias no correlacionadas con media cero y varianza
constante.
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1949 -> Donald Cochrane y Guy H. Orcutt

» Tinbergen utilizé los supuestos del modelo clasico de regresién
lineal, sin prestar atencidn a la dependencia cronoldgica de los
residuos.

» En 1949 Cochrane y Orcutt notaron que esta practica era
problematica.

» Demostraron que si los residuos de una regresién
estan positivamente correlacionados, entonces la
varianza de los pardmetros de regresion estd sub-
estimada y los estadisticos t y F sobrestimados.

» El problema se podia resolver transformando los datos
adecuadamente.
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1950 -> James Durbin y Geoffrey S. Watson

» En 1950/51 Durbin y Watson desarrollaron un test para
identificar autocorrelaciéon de primer orden en los residuos.
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. Box y Gwilym M. Jenkins

> En 1970 Box y Jenkins publican un libro de texto de anélisis
de series de tiempo.

» Introducen modelos univariados para series de tiempo, que
usan sistematicamente la informaciéon contenida en los valores
de la serie.

» Manera sencilla de producir prondsticos.

» Hoy en dia conocida como metodologia Box-Jenkins.
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La metodologia Box-Jenkins

1. Postular clase general de modelos

!

2. ldentificar un modelo provisional

!

3. Estimar pardmetros del modelo

! =
4. Ejecutar pruebas de diagnéstico adecuado

el modelo?
5. Usar modelo para pronéstico
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1975 -> Clive W.J. Granger y Paul Newbold

> En 1975 Granger y Newbold mostraron que los pronésticos
sencillos de métodos univariados a menudo eran mejores que
los prondsticos basados en modelos econométricos grandes
(cientos de ecuaciones).

» Esto impulsé la enorme popularidad de la metodologia
Box-Jenkins.
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2. Representacion grafica de series de tiempo



Nivel de la serie

» Antes de modelar una serie de tiempo, es util representarla
con un grafico para detectar algunas de sus propiedades.
» En este caso: el PIB

» muestra una tendencia positiva
P tiene variaciones estacionarias

» En lo que sigue, nos referimos a esta serie en nivel como ;.

Producto Interno Bruto de Costa Rica

billones de colones constantes
[9)]

1994 1999 2004 2009 2014 2019
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Primera diferencia de la serie

Ayt =yt — Y1

Esta transformacién

» elimina la tendencia de la serie,

» mantiene las oscilaciones estacionales.

Cambio trimestral en el PIB de Costa Rica,
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Tasa de crecimiento de la serie

A%y = Y= =1 100
Yt—1

» Elimina tendencia, mantiene estacionalidad.

P Limitacién: asimetria con respecto a cambios positivos y
negativos: Subir de 100 a 125 (aumento de 25%), bajar de
125 a 100 (caida de “solo” 20%).

Tasa de crecimiento trimestral del PIB de Costa Rica
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Tasa “continua” de crecimiento de la serie

A%y ~ (Iny; — Iny—1) x 100

» Similar a la anterior porque In(1 + x) ~ x si = es “pequefio”
P> Ventaja: simetria con respecto a cambios positivos y negativos
Tasa de crecimiento trimestral del PIB de Costa Rica
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Diferencia interanual de la serie

Agyt =Yt — Yt—a

» Elimina tanto la tendencia como el componente estacional

> Notese la fuerte disminucidn del PIB durante la crisis de 2008.
Cambio interanual en el PIB de Costa Rica
0.4
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Tasa de crecimi

Ay%oyr ~ (Inyy — Iny—4q) x 100

» Equivalente a la suma de las tasas de crecimiento de los
cuatro trimestres comprendidos en el afio:

A%y =~ (Iny; — Inye—q) x 100

=(ny: —Inyt—1 +Inys—1 —Inyr—o+Inyt—o —Iny;—3 + Inys—3 — Inys_4) x 100

= A%yt + A%yi—1 + A%yi—2 + A%yi—3

Tasa de crecimiento interanual del PIB de Costa Rica
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Serie suavizada por media mévil

yi = i (e +ye—1 + yi—2 + yi—3)

» Elimina el componente estacional, pero manteniendo la
tendencia
» Se observa un cambio estructural en 2008-2009.
Producto Interno Bruto de Costa Rica

7 = Serie original
—— Serie suavizada

billones de colones constantes

1994 1999 2004 2009 2014 2019
periodo
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Ejemplo 2:
Transformacidon de datos



Las transformaciones ilustradas en las figuras pueden ser calculadas
con Stata y con Python:

Stata Python
Serie original pib pib
Primera diferencia D.pib pib.diff()
Tasa de crecimiento D.pib / L.pib pib.pct_change(1)
Tasa de variacién gen |=log(pib) np.log(pib).diff()
continua D.Ipib
Diferencia interanual  S4.pib pib.diff(4)
Tasa de crecimiento  S4.Ipib np.log(pib).diff(4)

interanual

Suavizada por media
movil

tssmooth ma y = pib, win-
dow(3 1 0)

pib.rolling(4).mean()
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3. El operador de rezagos



Definicidon de operador de series de tiempo

» Un operador de serie de tiempo es un “proceso” que
transforma una o mas series de tiempo en nuevas series de
tiempo.

> Ejemplos:

» Multiplicacién escalar: y; = By
» Suma: y; = xp + wy
» Identidad: y; = 1y

> Notese que:

yi = Bz + wi) = Bay + Pwy
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Operador de rezago

» El operador de rezago se denota por L y se define como:
Lz =24
» En general, se tiene que:

k
LYz = 2 ¢
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Ejemplo 3:
Operador de rezagos y
transformacion de series



Algunas de las transformaciones de la serie y; de la seccién anterior
pueden expresarse con el operador de rezagos:

Serie original
Primera diferencia

Tasa de crecimiento

Diferencia interanual

Tasa de crecimiento
interanual

Suavizada por
media mévil

Yt
Ayi =y —yi—1 =yt — Lys = (1 = L)y

A%y ~ 100 (Iny; — Iny—q) =
100(1 — L) Iny,

Ay = yi—y—a = ye— Ly = (1-LY)y

A%y ~ 100 (Iny; — Iny,—y) =
100(1 — L*) Iny;

yi = % (ye +yi—1 + Yt—2 + Yt-3) =
1 (1+L+L2+1%y,

©Randall Romero Aguilar, PhD
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Ejemplo 4:
Operador de rezagos



3 Yt Ly L2y, Ayy A%y, Ayyy
2018Q1 10 : .
2018Q2 13 10 . 3 .
2018Q3 10 13 10 -3 -6
2018Q4 8 10 13 -2 1
2019Q1 15 8 10 7 9 5
2019Q2 16 15 8 1 -6 3
2019Q3 14 16 15 -2 -3 4
2019Q4 11 14 16 -3 -1 3
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Propiedades del operador de rezago

Sean x;, wy dos series de tiempo. Entonces:
» L(Bxy) =B Ly

» L(xy+wy) =Lay+ Luwy

» L(c)=c

> L Ty = Tp4h

> L% =y
> (aL"4+8LF)z; = axy_p, + Bri_p

donde «, 3, ¢ son constantes.
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Polinomio de rezagos

» El operador de rezagos sigue las reglas usuales de operaciones
algebraicas. Por ejemplo:

(a+bL)(c+dL)zy = (a+ bL)(cxy + dxi—1)
= acxy + adxi—1 + bexi—1 + bdri_o
= [ac+ (ad + be) L+bd L] 2,

» Asi, definimos un polinomio de rezagos de orden p:

(14 g1 Ltga L+ 4+ ¢p LP) 2y =
T+ Q1741 + Paxp_2 + -+ OpTi_yp
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Inverso de un polinomio de rezagos de grado 1

» Considere la operacién

(1-6L) (1+¢L+---+¢kLk) vy = (1—¢k+1Lk“>xt

_ k41
=T — Q" wp1

> Si|p| <1,
lim ¢ zy_j 1 =0
k—o0

» con lo que
(1-¢L) (1+¢L+¢*L2+... )z =24
> En este caso, escribimos

(1-¢L) ' =14¢L+¢*L%+...
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Inverso de un polinomio de rezagos de grado p

» Consideremos el polinomio
dL)=1-p L—---—¢,LP
» Si factorizamos el polinomio como
®L)=1-ML)(1—-XL)---(1-XL)

» Encontramos su inverso como

L) =1 =ML (1= A1)

(T+MLHAATLZ+.) - (T4 A LA L2+ )
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4. Procesos estocasticos



Procesos estocasticos

» Un proceso estocastico es una secuencia temporal de variables
aleatorias {Y;}72

» Dos tipos de procesos:

—00"

Continuos si sus realizaciones son tomadas de un intervalo
de la recta real Y; € [a,b] C R.

Discretos si hay solamente un niimero contable de
realizaciones Y; € {y1,42,...,Yn}

» También llamado proceso generador de datos.
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Procesos estocasticos i.i.d.

P> Los elementos de un proceso estocastico son idéntica e
indepedientemente distribuidos (abreviado “iid"), si la
distribucién de probabilidad es la misma para cada miembro
del proceso Z; e independiente de las realizaciones de otros
miembros del proceso.

» En este caso, para la muestra {Y;}1 ;:

PYi =y, Yo=vyo,...,Yr=yr| =
P(Y1 =y1) x P(Ya = 12) x --- x P(Y7 = yr)
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Momentos incondicionales

» Funcién de distribuciéon acumulada incondicional

Fy, (y) = P[Y; <y

» Esperanza (media) incondicional

pe = E (V) —/ y dFy; (y)
» Varianza incondicional
o =B - ) = [ () dFy )

» Autocovarianza
Vit = E (Ve — ) (Yij — pe—j)
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Estacionariedad

Si la media yi; ni las autocovarianzas 7;; dependen de la fecha ¢,
entonces decimos que el proceso Y; es covarianza-estacionario o
débilmente estacionario:

E(Y:)=p para todo t
E(Y;—p) (Yiej —p) = para todo t y cualquier j
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Ejemplo 5:
Procesos estacionarios y no
estacionarios



Supongamos que Y; es un proceso estocastico tal que
Y: ~ N(Mt’ 0152)

Estacionario porque p; y 07 son constantes.
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No estacionario porque y; esta cambiando con el tiempo.
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Ruido blanco

» El bloque basico para construir los procesos considerados en
este curso es una secuencia {¢;} cuyos elementos tienen media
cero y varianza o2,

E(e) =0 (media cero)
E (e?) =o? (varianza constante)
E (ete7) =0 fort # 7 (términos no correlacionados)

» Si los términos estdn normalmente distribuidos
2
e~ N(0,07)

entonces tenemos el proceso ruido blaco gaussiano.
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5. Series de tiempo



Definicion de serie de tiempo

P> Una serie de tiempo es una coleccién de observaciones
indexadas por la fecha de cada observacién, denotada por

{yi,92,...,yr}

» En la practica se asume que lo anterior es s6lo una muestra,
pero que la serie pudo haber sido observada en mas periodos.

{yd o =1 Y1, Y0, U1 Vo YT YT, YT 2, - )

> Asi, vemos a una serie de tiempo como una realizacion del
proceso estocastico {Y;}72_ ., de la cual solo tenemos
observaciones para t entre 1y T.
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Serie de tiempo estacionaria

Una serie de tiempo estacionaria es una realizacién de un proceso
estocdstico estacionario.
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Serie de tiempo no estacionaria

Una serie de tiempo no estacionaria es una realizacién de un
proceso estocastico no estacionario.
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Casos particulares de series de tiempo

» Tendencia:

yr =t
» Constante:

Yt =c¢

» Proceso ruido blanco de Gauss:

yr = €, con {e}o i.i.d., e~ N(0,0?)
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Nota:
Ley de los grandes nimeros



La ley débil de los grandes niimeros establece que si
X1, X5, X3,... es una sucesion infinita de variables aleatorias
que tienen el mismo valor esperado p y varianza

o2, entonces el promedio

. X{1+---+X

Xn _ 1 n

n
converge en probabilidad a . En otras palabras, para cualquier
nimero positivo € se tiene
lim P (| X, —p| <e)=1.

n—00

Prueba (muy) informal: Note que:

> E[Xn] =p

— 2
» Var[X,] = 2 — 0 conforme n — oo.

©Randall Romero Aguilar, PhD EC-4301 / 2020.1
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Infiriendo los momentos del proceso estocastico

» Suponga que tenemos un nimero grande n de realizaciones
independientes del proceso estocastico {Y;}2;, y que
deseamos estimar el valor del momento no central

- k
H = E[Y/"].
» Utilizando la ley de los grandes niimeros, podemos estimarlo
asi

" Z/f,1+yf,2+---yk
Pt =

n
» En la practica, sélo tenemos una (nica realizacién del proceso:

Y1, Y2, - -, Y-

> ;Podemos estimar 1 , a partir de yk W?

» En general no, a menos que el proceso estocéstico sea

1. estacionario
2. ergbdico (para el momento k).
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Ergodicidad

En el caso de procesos estacionarios, el supuesto de ergodicidad
significa que momentos muestrales calculados a partir de una serie
de tiempo con un ndmero finito de observaciones converge (en
algiin sentido) a sus contrapartes poblacionales.

Ergédico en media

El proceso es ergddico en media si
2

T
lim E || & = =0
A B (B D v

Ergodico en varianza

El proceso es ergddico en varianza si
2

T
lim E % Z(yt — ) — 05 =0

T—
o =1
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Algunas apuntes acerca de la ergodicidad

» Las condiciones de ergodicidad son “propiedades de
consistencia” para variables aleatorias dependientes, y no
pueden ser evaluadas. Por ello, deben ser asumidas.

» No podemos usar la ley de los grandes nimeros para probar
ergodicidad, porque las distribuciones de distintos momentos ¢
pueden ser idénticas, pero en general no son independientes.

» Un proceso no estacionario no puede ser ergddico: ja los
momentos de cual variable Y; convergerian los momentos
muestrales si los poblacionales no fueran constantes?
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Estimacién de momentos de un proceso estacionario

> Si el proceso es ergddico, podemos estimar consistentemente:

_
T 1
Z Jo= D (e — i)’

T t=1
i
1T—T pT_’A)’O

V= D W= ) (Yeer — )

t=1 ’
T T
N S Y
S = ; K== _
T vV ’)’o T '73
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Autocorrelacion

> Es imposible evaluar qué tan fuerte es la dependencia de
variables de un proceso estocastico a partir de las
autocovarianzas, porque éstas dependen de las unidades de
medida de la serie.
» Por ello, utilizamos las autocorrelaciones, que se obtienen de
dividir las autocovarinzas por la varianza del proceso.
> Si el proceso es estacionario se cumple que:
> po=1
> Pr = pP—1
> |p;| <1 para todo 7.
» LlLamamos autocorrelograma a la secuencia de
autocorrelaciones p, vista como funcién del niimero de
rezagos 7.
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Autocorrelacidon muestral

» En la practica, a partir de una muestra estimaremos la
autocorrelaciéon muestral.

» Como nuestra muestra es finita, los valores estimados no
necesariamente coincidiran con los poblacionales.

» Por ello, nos interesa especialmente saber cudndo estas
autocorrelaciones son significativamente distintas de cero.

» Segun Bartlett (1946), la varianza de los coeficientes de
autocorrelacion en los cuales pg11, pr+2,- -+ = 0 estd dada por

k
Vi~ g 14230002
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Autocorrelacion parcial

o e . ~lm .
» La m-ésima autocorrelacion parcial a,(n ) se estima por OLS

como el ltimo coeficiente de una regresién de y en una
constante y sus m valores mas recientes:
Y =c+ dﬁm)yt_l + &ém)yt—Q o ™y e

» La idea es medir el efecto directo de, por ejemplo, y;—1 sobre
Y11, controlando por el efecto indirecto que y;—1 pueda tener
sobre y;41 a través de y;.

» Si los datos estan generados por un proceso AR(p), entonces
el estimador &%n) tiene una varianza alrededor del verdadero
valor (cero) aproximada por

1

Var{d%’f)}zf param=p+1,p+2,...
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Ejemplo 6:
Autocorrelograma del IMAE



Autocorrelograma del IMAE (original y tendencia-ciclo) en Costa Rica
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Autocorrelograma parcial del IMAE (original y tendencia-ciclo) en Costa Rica
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Determinando si una serie de tiempo es ruido blanco

» Cuando se estiman modelos de series de tiempo, es
importante evaluar si los residuos de la estimacién
corresponden a una realizacién de un proceso de ruido blanco.

» Recordando que un proceso ruido blanco {¢;} es tal que

E(e) =0 (media cero)
E () =o? (varianza constante)
E (ete;) =0 fort#7  (términos no correlacionados)

una forma natural de evaluar si los residuos son ruido blanco
es determinar si las autocorrelaciones

para todo 7 > 1
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Test de Box-Pierce

Test de Box-Pierce (1970)

9% . Es esta serie un caso de ruido blanco?
Ho p1=p2 == pm = 0 (si es ruido blanco)
— 52 a3y
Test TZ F R Xk

k es nimero de parametros estimados
QA Si Q* > xm—k(1 — ), rechazar Hy con 100a%
de significancia: la serie no es ruido blanco.

La intuicién es que si la serie no es ruido blanco, algunos p; seran
“muy grandes”, y entonces Q* también lo sera.
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Test de Ljung-Box

Test de Ljung-Box (1978)

9% i Es esta serie un caso de ruido blanco?
H0 p1=p2="+-+=pm =0 (si es ruido blanco)
Test Q=T(T+2)ZTij ~ o
j=1
QA Si Q > xm—k(1 — @), rechazar Hy con 100a%
o de significancia: la serie no es ruido blanco.

Este test es similar al de Box-Pierce, pero ajustada para muestras
pequeias.
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Test de Durbin-Watson

Test de Durbin-Watson (1950/1)

9% iHay autocorrelacién de primer orden en esta

serie?
H0 p1 = 0 (no hay autocorrelacién)
T 2
_oler — et .
Test d = Zt_Q( ¢ ‘ 1) ~ 2 (1 — pl) (si T es grande)

T 2
D i—16
Si d esta "lejos” de 2 segln los valores criticos

de DW, rechazar Hy: la serie si presenta
autocorrelacién.

Esta prueba no es vélida para residuos de una ecuacién donde haya
rezagos de la variable dependiente.
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Ventajas de Box-Pierce / Ljung-Box sobre Durbin-Watson

1. Box-Pierce / Ljung-Box evallan la existencia de
autocorrelacién de cualquir orden, no solo de primer orden.

2. Sus resultados también son validos para evaluar residuos de
regresiones que contienen rezagos de la variable dependiente.
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Ejemplo 7:
Pruebas de ruido blanco



Crecimiento del IMAE

Los resultados de las pruebas
Ljung-Box son  consistentes
con lo que obtuvimos a partir
de un autocorrelograma: el
crecimiento mensual del IMAE
no es ruido blanco.

. corrgram crecimiento, lags(12) noplot

LAG AC PAC 0 Prob>0Q
1 0.8737 0.8741 267.19 0.0000
2 0.6478 -0.4903 414.48 0.0000
3 0.4931 0.4280 500.08 0.0000
4 0.4018 -0.2733 557.07 0.0000
5 0.3528 0.3654 601.15 0.0000
6 0.3378 -0.2128 641.68 0.0000
7 0.3310 0.2552 680.7 0.0000
8 0.3190 -0.1704 717.05 0.0000
9 0.2947 0.1289 748.16 0.0000
10 0.2256 -0.4269 766.44 0.0000
11 0.0931 0.0771 769.57 0.0000
12 -0.0235 0.0692 769.77 0.0000
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Cambios en el tipo EUR/USD

Las pruebas Ljung-Box no re-
chazan que esta serie sea ruido
blanco. Pero en la grafica parece
que la varianza no es constan-
te, por lo que posiblemente la
serie tampoco seria ruido blanco.

. corrgram depreciacion, lags(l2) noplot
LAG AC PAC Q Prob>Q
1 0.0055 0.0055 .16483 0.6847
2 -0.0151 -0.0151 1.4129 0.4934
3 0.0020 0.0022 1.4357 0.6972
4 0.0139 0.0136 2.4911 0.6462
5 -0.0086 -0.0087 2.8965 0.7159
6 -0.0035 -0.0030 2.9636 0.8134
7 0.0097 0.0094 3.4785 0.8375
8 0.0225 0.0222 6.2474 0.6195
9 -0.0275 -0.0273 10.384 0.3203
10 -0.0081 -0.0072 10.748 0.3775
11 -0.0097 -0.0109 11.266 0.4213
12 0.0252 0.0249 14.762 0.2547
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De no-correlacién a independencia y normalidad

» El hecho de que una serie no esté autocorrelacionada no
implica que sus elementos sean independientes o que estén
normalmente distribuidos.

» Ausencia de autocorrelacién implica independencia solamente
si las variables estdn normalmente distribuidas.

» Usualmente se asume normalidad del proceso estocastico,
porque muchos tests dependen de este supuesto.

» Para evaluar si este supuesto es apropiado, analizamos los
momentos tercero (asimetria) y cuarto (kurtosis).
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Test de normalidad

Test de Jarque-Bera(1980)

9% i Es esta serie normal?

H, S=E (L) =0, K=E (£)" = 3 (sf es)

T N ~ 2
Test JB:g(SQJFi(K—i%))Nx%

N Si JB > x3(1 — a), rechazar Hy con 100a% de
= significancia: la serie no es normal.
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