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Parte 1

Métodos para el analisis de una
serie de tiempo individual






Capitulo 1

Introduccion al analisis de series de
tiempo

En este capitulo
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1.1 Una breve historia

(Para qué estudiar series de tiempo

El anélisis de series de tiempo ayuda a detectar regularidades en las observaciones de una variable
y derivar “leyes” a partir de ellas, o bien para explotar toda la informacién incluida en la variable
para predecir mejor el futuro.

o El anélisis de series de tiempo ha tenido un papel importante en la ciencia desde la antigiiedad.
— Por ejemplo, los astronomos babilonios usaron series de tiempo de las posiciones relativas
de las estrellas y planetas para predecir eventos astronémicos.

— Kepler descubrié las leyes que llevan su nombre a partir de observaciones de los movi-
mientos de los planetas.

Inicios 1900s -> Evgenij E. Slutzky y George Udny Yule

e A inicios del siglo XX, Slutzky y Yule mostraron que series de tiempo con propiedades similares
a series econdémicas pueden generarse como sumas o restas (simples o ponderadas) de procesos
puramente aleatorios.

e Desarrollaron los procesos de media movil y autorregresivos como modelos para representar
series de tiempo.
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1919 -> Warren M. Persons

e En 1919 Persons propuso la descomposiciéon de una serie de tiempo en componentes no obser-

vables que dependen de causas distintas.
o Los componentes son:

un movimiento de largo plazo, la tendencia,

un componente ciclico con periodos de mas de un afio, el ciclo econdémico,

cional,

nentes, el residual o componente irreqular.

Multiplicativa

un componente que contiene los aumentos y disminuciones dentro del afio, el ciclo esta-

un componente que contiene todos los movimientos no atribuibles a los deméas compo-

Y;:Tt'i‘ct'i‘St'i‘It }ft:TtXCtXStXIt
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1.1. UNA BREVE HISTORIA )

Enfoques clasico vs moderno de descomposicion de series

e Como los componentes no son observables, es necesario hacer supuestos acerca de su naturaleza
para estudiar el proceso generador de la serie.

Enfoque clasico Enfoque moderno
Yi=T,+Ci+ S+ L Yi=T,+Ci+ Se + 1
—_——— ~— | S
deterministicos estocastico estocasticos
Los componentes sistemdticos son funciones determinis- La “ley de movimiento” de la serie es vista como un proce-
ticas del tiempo, el componente residual es estocéstico so estocdstico, y los datos de la serie como una realizacién
pero no contiene movimientos sistemdticos. del proceso generador de datos.

1930s -> Jan Tinbergen

e En 1936, Tinbergen construyé el primer modelo econométrico: un modelo macroeconométrico
de la economia holandesa, empezando asi el desarrollo de la econometria aplicada.

e En 1939, present6 su metodologia para el analisis estadistico de teorias de ciclo econémico, asi
como un modelo macroeconométrico de Estados Unidos.

e Sus métodos fueron controversiales:

“Nadie podria ser méas franco, mas meticuloso, mas libre de prejuicios subjetivos o partidistas que
el profesor Tinbergen. No hay nadie, por lo tanto, en lo que respecta a las cualidades humanas, a
quien serfa mas seguro confiar con magia negra. Todavia no estoy convencido de que haya alguien
en quien confiaria en la etapa actual o que esta marca de alquimia estadistica estd madura para
convertirse en una rama de la ciencia. Pero Newton, Boyle y Locke jugaron con la alquimia. Asi
que déjenle continuar.”

Keynes, 1940

Citado por Boumans (2015)

1938 -> Herman Wold

o Wold sistematiz6 y generalizé el trabajo de Slutzky y Yule.

e Demostré que para proceso covarianza-estacionario, puramente no-deterministico, existe una
descomposicién de la serie como combinacién lineal de una serie de variables aleatorias no
correlacionadas con media cero y varianza constante.

1949 -> Donald Cochrane y Guy H. Orcutt

e Tinbergen utiliz6 los supuestos del modelo clasico de regresién lineal, sin prestar atencién a la
dependencia cronolégica de los residuos.

e En 1949 Cochrane y Orcutt notaron que esta practica era problematica.

e Demostraron que si los residuos de una regresién estan positivamente co-
rrelacionados, entonces la varianza de los parametros de regresion esté sub-
estimada y los estadisticos t y F sobrestimados.

e El problema se podia resolver transformando los datos adecuadamente.



6 CAPITULO 1. INTRODUCCION AL ANALISIS DE SERIES DE TIEMPO

1950 -> James Durbin y Geoffrey S. Watson

o En 1950/51 Durbin y Watson desarrollaron un test para identificar autocorrelacién de primer
orden en los residuos.

1970 -> George E.P. Box y Gwilym M. Jenkins

e En 1970 Box y Jenkins publican un libro de texto de andlisis de series de tiempo.

¢ Introducen modelos univariados para series de tiempo, que usan sistematicamente la informa-
cién contenida en los valores de la serie.

e Manera sencilla de producir pronésticos.

e Hoy en dia conocida como metodologia Box-Jenkins.

La metodologia Box-Jenkins

1. Postular clase general de modelos

!

2. Identificar un modelo provisional

l NO

3. Estimar parametros del modelo

JEs
4. Ejecutar pruebas de diagnéstico adecuado
el modelo?

5. Usar modelo para prondstico

1975 -> Clive W.J. Granger y Paul Newbold

e En 1975 Granger y Newbold mostraron que los prondsticos sencillos de métodos univariados a
menudo eran mejores que los prondsticos basados en modelos econométricos grandes (cientos
de ecuaciones).

o Esto impulsé la enorme popularidad de la metodologia Box-Jenkins.

1.2 Representacion grafica de series de tiempo
Nivel de la serie

e Antes de modelar una serie de tiempo, es util representarla con un gréfico para detectar algunas
de sus propiedades.

+« En este caso: el PIB

— muestra una tendencia positiva
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— tiene variaciones estacionarias

e En lo que sigue, nos referimos a esta serie en nivel como y;.

Producto Interno Bruto de Costa Rica

billones de colones constantes
()]

1994 1999 2004 2009 2014 2019

Primera diferencia de la serie

Ay =yr — Y1

Esta transformacién
e elimina la tendencia de la serie,
e mantiene las oscilaciones estacionales.

Cambio trimestral en el PIB de Costa Rica,

0.3
0.2
0.1

0.0

billones de colones constantes

1994 1999 2004 2009 2014 2019

Tasa de crecimiento de la serie

A%y, = YeZ %=1 100
Yt—1

e Elimina tendencia, mantiene estacionalidad.
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 Limitacién: asimetria con respecto a cambios positivos y negativos: Subir de 100 a 125 (aumento
de 25%), bajar de 125 a 100 (caida de “solo” 20%).

Tasa de crecimiento trimestral del PIB de Costa Rica

10.0
7.5
5.0
25
0.0

por ciento

-25

-5.0

-7.5
1994 1999 2004 2009 2014 2019

Tasa “continua” de crecimiento de la serie

A%y ~ (Iny; — Iny;_1) x 100
o Similar a la anterior porque In(1 + z) ~ x si z es “pequeno”

e Ventaja: simetria con respecto a cambios positivos y negativos

Tasa de crecimiento trimestral del PIB de Costa Rica
10.0

7.5
5.0
2.5
0.0

por ciento

-25

-5.0
-7.5
1994 1999 2004 2009 2014 2019

Diferencia interanual de la serie

Agyr =Yt — Yr—a
e Elimina tanto la tendencia como el componente estacional

o Notese la fuerte disminucién del PIB durante la crisis de 2008.
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Cambio interanual en el PIB de Costa Rica

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

billones de colones constantes

1994 1999 2004 2009 2014 2019

Tasa de crecimiento interanual

A%y ~ (Iny; — Iny;_4) x 100

o Equivalente a la suma de las tasas de crecimiento de los cuatro trimestres comprendidos en el

ano:
As%y: = (Inyy — Iny,_4) X 100
=(ny: —Inys—1 +Inyi—1 —Inye—o+Inyi—o —Inys—3 +Inyi—3 — Inyr—4) X 100
= A%y + A%y —1 + A%ys—2 + A%y:—3
Tasa de crecimiento interanual del PIB de Costa Rica
12.5
10.0
o 75
5]
s 50
o)
Qe 25
0.0
-25

1994 1999 2004 2009 2014 2019

Serie suavizada por media mdvil

TS % (Yt +Yyt—1+Yt—2 + yi—3)
e Elimina el componente estacional, pero manteniendo la tendencia

e Se observa un cambio estructural en 2008-2009.
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Producto Interno Bruto de Costa Rica

7 = Serie original
——— Serie suavizada

billones de colones constantes
()]

4
3
2
1994 1999 2004 2009 2014 2019
periodo

Ejemplo 1-2: Transformaciéon de datos

g data/CR-PIB.csv
E Transforme.do
E Transforme.ipynb
E Transforme.prg
E Transforme.R
Las transformaciones ilustradas en las figuras pueden ser calculadas con Stata y con Python:
Stata Python
Serie original pib pib
Primera diferencia D.pib pib.diff()
Tasa de crecimiento D.pib / L.pib pib.pct__change(1)
Tasa de variacién gen l1=log(pib) np.log(pib).diff()
continua D.1lpib
Diferencia interanual S4.pib pib.diff(4)
Tasa de crecimiento S4.1pib np.log(pib).diff(4)
interanual
Suavizada por media tssmooth ma y = pib, window(3 1  pib.rolling(4).mean()

movil 0)
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1.3 El operador de rezagos

Definicién de operador de series de tiempo

e Un operador de serie de tiempo es un “proceso” que transforma una o mas series de tiempo
en nuevas series de tiempo.

e Ejemplos:

— Multiplicacién escalar: y; = Bz
— Suma: y; = x¢ + wy

— Identidad: y; = 1y,

e Notese que:

yr = B(xe + we) = By + Pwy

Operador de rezago

e El operador de rezago se denota por L y se define como:

Lyt =241

e En general, se tiene que:

Lk Tt = Tt—k

Ejemplo 1-3: Operador de rezagos y transformacion de series

Algunas de las transformaciones de la serie y; de la seccién anterior pueden expresarse con
el operador de rezagos:

Serie original Yt

Primera diferencia Ay =y — Y1 =y — Ly =1 - L)y
Tasa de crecimiento A%y ~ 100 (Iny; — Iny;—1) = 100(1 — L) In g,
Diferencia interanual Aypr=uyr —Yea =y — Ly, = (1 — L4)yt
Tasa de crecimiento A%y ~= 100 (Iny, — Iny,_4) = 100(1 — L*) Iny,
interanual

Suavizada por media mévil =ttty +ty-s)=1(1+L+ L2 —|—L3) Yt
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Ejemplo 1-4: Operador de rezagos

E data/LandD.csv
E LandD.do
E LandD. ipynb
E landd.prg
E LandD.R

t Ui Ly, L%y, Ay, A2y, Agyy
2018Q1 10 . . .
2018Q2 13 10 . 3 .
2018Q3 10 13 10 -3 -6
2018Q4 8 10 13 -2 1
2019Q1 15 8 10 7 9 5
2019Q2 16 15 8 1 -6 3
2019Q3 14 16 15 -2 -3 4
2019Q4 11 14 16 -3 -1 3

Propiedades del operador de rezago
Sean z;,w; dos series de tiempo. Entonces:

o L(Bzy) =pFLuay

o L(zy +w;) =Lz +Luwy

e L(e)=c¢

. L_hxt = Tt4+h

o« Lo =z

o (aL"+8LM)zy = azip + Breos,

donde «, (3, ¢ son constantes.

Polinomio de rezagos

o El operador de rezagos sigue las reglas usuales de operaciones algebraicas. Por ejemplo:

(a+bL)(c+dL)x: = (a+ bL)(cxt + dri—1)
= acry + adri—1 + bexi—1 + bdxi_o
= [ac + (ad + be) L +bd L?] z;

o Asi, definimos un polinomio de rezagos de orden p:

(L4 ¢1L+gaL®++ + ¢ LP) 2y = 24 + p124—1 + 2Zy—o + -+ + dpTyp
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Inverso de un polinomio de rezagos de grado 1

e Considere la operacion

(1-oL) (1+¢L+-~-+¢kLk) 2 = (1—¢’€+1L’“+1) o,

41
=z — "y

. Silgl <1,

lim ¢ a1 =0
k—o0

e con lo que
(1-¢L) (1+¢L+¢* L +...) zr = 24

e En este caso, escribimos
(1—-¢L) ' =14+¢L+p*L*+...
Inverso de un polinomio de rezagos de grado p

¢ Consideremos el polinomio

®L)=1-¢pL—---—¢,LP
e Si factorizamos el polinomio como

O(L)=(1-ML)(1—AL)-(1—A,L)

¢ Encontramos su inverso como

L) =(1-ML)t (1=, L)
= (L+MLANL +..) - (1+ A L+X2L% +..)

1.4 Procesos estocasticos
Procesos estocasticos

o Un proceso estocdstico es una secuencia temporal de variables aleatorias {Y;}22_ .
» Dos tipos de procesos:

Continuos si sus realizaciones son tomadas de un intervalo de la recta real Y; € [a,b] C R.

Discretos si hay solamente un nimero contable de realizaciones Y; € {y1,y2,...,Yn}

e También llamado proceso generador de datos.

Procesos estocasticos i.i.d.

o Los elementos de un proceso estocastico son idéntica e indepedientemente distribuidos (abre-
viado “iid”), si la distribucién de probabilidad es la misma para cada miembro del proceso Z;
e independiente de las realizaciones de otros miembros del proceso.

« En este caso, para la muestra {Y;}7_;:

PYy =y, Yo =wo,....Yr =yr] =
P(Y1 =y1) xP(Ya =y2) x --- x P(Yr = yr)
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Momentos incondicionales

Funcion de distribucién acumulada incondicional

Fy, (y) =P[Y; <]

Esperanza (media) incondicional
o0

MEE(YOZ/ y dFy, (y)

— 00

¢ Varianza incondicional

¢ Autocovarianza

Vit = E Yy — ) (Yiej — pe—j)

Estacionariedad

Si la media 1, ni las autocovarianzas vy, dependen de la fecha ¢, entonces decimos que el proceso Y;
es covarianza-estacionario o débilmente estacionario:

E(Y;) =p para todo ¢
E(Y; —p) (Yiej —p) =7, para todo t y cualquier j

Ejemplo 1-5: Procesos estacionarios y no estacionarios

Supongamos que Y; es un proceso estocastico tal que Y; ~ N (pug, 0?)

Estacionario porque p; y Uf son constantes.

No estacionario porque p; estd cambiando con el tiempo.
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@

; -6
6 7

No estacionario porque o7 estd cambiando con el tiempo.

Ruido blanco

« El bloque bésico para construir los procesos considerados en este curso es una secuencia {e;}

cuyos elementos tienen media cero y varianza o?,

E(e) =0 (media cero)
E(]) =o® (varianza constante)
E (ee,) =0 fort#r (términos no correlacionados)

e Silos términos estdn normalmente distribuidos
€ ~ N(0,0%)

entonces tenemos el proceso ruido blaco gaussiano.

1.5 Series de tiempo

Definiciéon de serie de tiempo

e Una serie de tiempo es una coleccién de observaciones indexadas por la fecha de cada obser-
vacion, denotada por y;

{ylvy27"'7yT}

e En la practica se asume que lo anterior es sélo una muestra, pero que la serie pudo haber sido
observada en més periodos.

{yt}?i_oo = { s Y-1,Y90,91, Y2, - YT YT +15, Y7425 - - }

o Asi, vemos a una serie de tiempo como una realizacion del proceso estocastico {Y;}52 de

la cual solo tenemos observaciones para ¢ entre 1y 7.

—00)



16 CAPITULO 1. INTRODUCCION AL ANALISIS DE SERIES DE TIEMPO

Serie de tiempo estacionaria
Una serie de tiempo estacionaria es una realizacién de un proceso estocastico estacionario.

3.
tiempo

tiempo

Serie de tiempo no estacionaria
Una serie de tiempo no estacionaria es una realizacién de un proceso estocdstico no estacionario.

tiempo

tiempo

Casos particulares de series de tiempo

¢ Tendencia:

|
~

Yt

« Constante:
Yt = ¢
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e Proceso ruido blanco de Gauss:

Yi = €, con {ft}toi_oo 1.4.d., €4 ~ N(O,J2)

Nota: Ley de los grandes niimeros

La ley débil de los grandes ntiimeros establece que si X7, X2, X3,... es una sucesion infinita

de variables aleatorias independientes que tienen el mismo valor esperado p y varianza o2,

entonces el promedio
X, — DR NP o
n

converge en probabilidad a . En otras palabras, para cualquier niimero positivo € se tiene

lim P (| X, —p| <e) =1.

n—oo

Prueba (muy) informal: Note que:

e Var[X,]= %2 — 0 conforme n — oco.

Infiriendo los momentos del proceso estocéastico

e Suponga que tenemos un numero grande n de realizaciones independientes del proceso esto-
castico {Y;}7_;, y que deseamos estimar el valor del momento no central ), , = E[Y}F].

e Utilizando la ley de los grandes ntimeros, podemos estimarlo asi

k k k
il = Y1t Yo+ Yin
kit "
e En la practica, sélo tenemos una unica realizacién del proceso: y1,ya, ..., yr.

JR— k k k
. . ’ . k_ Y +Ys +...y
+ (Podemos estimar pj, , a partir de y* = H=H2217

e En general no, a menos que el proceso estocéstico sea

1. estacionario

2. ergddico (para el momento k).

Ergodicidad

En el caso de procesos estacionarios, el supuesto de ergodicidad significa que momentos muestrales
calculados a partir de una serie de tiempo con un ntmero finito de observaciones converge (en algin
sentido) a sus contrapartes poblacionales.

Ergdédico en media

El proceso es ergddico en media si

- 2
. 12: -
TIEI;OE <T t=1 ” M) -
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Ergdédico en varianza

El proceso es ergddico en varianza si

T 2
g2 | (430w -a3) | =0

t=1

Algunas apuntes acerca de la ergodicidad

e Las condiciones de ergodicidad son “propiedades de consistencia” para variables aleatorias
dependientes, y no pueden ser evaluadas. Por ello, deben ser asumidas.

e No podemos usar la ley de los grandes niimeros para probar ergodicidad, porque las distribu-
ciones de distintos momentos ¢ pueden ser idénticas, pero en general no son independientes.

e Un proceso no estacionario no puede ser ergddico: ;a los momentos de cual variable Y; conver-
gerian los momentos muestrales si los poblacionales no fueran constantes?

Estimaciéon de momentos de un proceso estacionario
Si el proceso es ergddico, podemos estimar consistentemente:

Media

i

7P
! o= (5 — )?
e Y0 Y —
Y T Zyt T P
t=1
Autocorrelacion

T—1

. 1 . .

Vr = T Z(yt - H)(yt+r - H) 1
t=1

Autocovarianza

Asimetria

~
=
=
=+
o
z.
)]

T
T (e )? 7 > (ye — p)*
§= = K==

YAt g

It

Autocorrelacién

e Es imposible evaluar qué tan fuerte es la dependencia de variables de un proceso estocastico a
partir de las autocovarianzas, porque éstas dependen de las unidades de medida de la serie.

e Por ello, utilizamos las autocorrelaciones, que se obtienen de dividir las autocovarinzas por la
varianza del proceso.

e Si el proceso es estacionario se cumple que:
—po=1

- Pr = P-7
— |p-| £ 1 para todo 7.

e LLamamos autocorrelograma a la secuencia de autocorrelaciones p,, vista como funcién del
numero de rezagos T.
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Autocorrelacién muestral

e En la practica, a partir de una muestra estimaremos la autocorrelacion muestral.

o Como nuestra muestra es finita, los valores estimados no necesariamente coincidiran con los
poblacionales.

o Por ello, nos interesa especialmente saber cuando estas autocorrelaciones son significativamente
distintas de cero.

o Segln Bartlett (1946), la varianza de los coeficientes de autocorrelacién en los cuales pg11, pry2, - - -

0 estd dada por

k
VO~ g (14230667

Autocorrelacién parcial

s’ . .7 . ~lm . 2, . .
o La m-ésima autocorrelaciéon parcial a,(w ) Se estima por OLS como el ultimo coeficiente de una
regresion de y en una constante y sus m valores mas recientes:

Y =Cc+ &gm)ytfl + dém)ytfz + -+ dﬁ;")ytfm + eyt

e La idea es medir el efecto directo de, por ejemplo, y;—1 sobre 341, controlando por el efecto
indirecto que y;—1 pueda tener sobre y;41 a través de y;.

e Si los datos estdn generados por un proceso AR(p), entonces el estimador a%” ) tiene una
varianza alrededor del verdadero valor (cero) aproximada por

1
Var[&%")}%f param=p+1,p+2,...
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Ejemplo 1-6: Autocorrelograma del IMAE

log_imae.csv

correlogram.ipynb
correlogram.do

correlogram.prg

correlogram.R

Autocorrelograma del IMAE (original y tendencia-ciclo) en Costa Rica

Original Tendencia-ciclo

- i
WSS [ —
| " W—

0 12 24 36 48 0 12 24 36 48
Rezago T Rezago T

Alog(IMAE) log(IMAE)

Aq210g(IMAE)
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Autocorrelograma parcial del IMAE (original y tendencia-ciclo) en Costa Rica

Original Tendencia-ciclo
1.0
__ 05
<
§ 0.0
(=2
o
-0.5
1.0
—~ 05
€
g
% 00
L
<
-0.5
1.0
T 05
<
z
5\ 0.0
o
<

0 12 24 36 48 0 12 24 36 48
Rezago T Rezago T

Determinando si una serie de tiempo es ruido blanco

e Cuando se estiman modelos de series de tiempo, es importante evaluar si los residuos de la
estimacién corresponden a una realizacién de un proceso de ruido blanco.

o Recordando que un proceso ruido blanco {e;} es tal que

E(e) =0 (media cero)
E(€f) =o® (varianza constante)
E (ee.) =0 fort#r (términos no correlacionados)

una forma natural de evaluar si los residuos son ruido blanco es determinar si las autocorrela-
ciones

pr=p2=-=pr =0

para todo 7 > 1

Test de Box-Pierce
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Test de Box-Pierce (1970)

9% LEs esta serie un caso de ruido blanco?

H0 p1=p2="---= pm =0 (si es ruido blanco)

m
E A2 ai-‘:’ 2
TeSt Q - TZ;pj Xm—k
k es nimero ﬂ:parémetros estimados
(NS Si Q* > xm—k(1 — @), rechazar Hy con 100a% de significancia: la serie no
o es ruido blanco.

La intuicién es que si la serie no es ruido blanco, algunos p; serdn “muy grandes”, y entonces Q*
también lo seré.

Test de Ljung-Box
Test de Ljung-Box (1978)

9% LEs esta serie un caso de ruido blanco?
H0 p1=p2 ="+ = pm =0 (s es ruido blanco)
Test Q:T(T”)ZTij Xt
=1
I Si @ > xm—«(1 — «), rechazar Hy con 100a% de significancia: la serie no
E es ruido blanco.

Este test es similar al de Box-Pierce, pero ajustada para muestras pequenas.

Test de Durbin-Watson

Test de Durbin-Watson (1950/1)

9% ;Hay autocorrelacién de primer orden en esta serie?
H o p1 = 0 (no hay autocorrelacion)
T 2
—ol€t — €11 A
Test d= 2=l > ) ~2(1—p1) (si T es grande)
> =1
QN Si d esta “lejos” de 2 segun los valores criticos de DW, rechazar Hy: la
o serie si presenta autocorrelacion.

Esta prueba no es valida para residuos de una ecuaciéon donde haya rezagos de la variable depen-
diente.

Ventajas de Box-Pierce / Ljung-Box sobre Durbin-Watson

1. Box-Pierce / Ljung-Box evaliian la existencia de autocorrelacién de cualquir orden, no solo de
primer orden.

2. Sus resultados también son validos para evaluar residuos de regresiones que contienen rezagos
de la variable dependiente.
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Ejemplo 1-7: Pruebas de ruido blanco

log_imae.csv

euro.csv

wntest.ipynb

wntest.do

Crecimiento del IMAE

Crecimiento del IMAE

.005
|

Los resultados de las pruebas Ljung-Box son
consistentes con lo que obtuvimos a partir
de un autocorrelograma: el crecimiento
mensual del IMAE no es ruido blanco.

crecimiento

0
|

-.005
|

corrgram crecimiento, lags(l12) noplot
1990m1 2000m1 2010m1 2020m1
LAG AC PAC 0 Prob>Q
1 0.8737 0.8741 267.19 0.0000 o
2 0.6478 -0.4903 414.48 0.0000 2
3 0.4931  0.4280 500.08 0.0000  _
4 0.4018 -0.2733 557.07 0.0000 8-
5 0.3528 0.3654 601.15 0.0000 £
6 0.3378 -0.2128 641.68 0.0000 5%
7 0.3310 0.2552 680.7 0.0000 °
8 0.3190 -0.1704  717.05 0.0000  Sg |
9 0.2947 0.1289 748.16 0.0000 ¢§°
10 0.2256 -0.4269 766.44 0.0000 8 T ot
11 0.0931 0.0771 769.57 0.0000 23] o qll“ll Ul“ lu
12 -0.0235 0.0692 769.77 0.0000 .
g,
0 10 20 30 40
Lag
Bartlett's formula for MA(q) 95% confidence bands
Crecimiento diario del tipo de cambio Euro/USD
3
Cambios en el tipo EUR/USD o |
Las pruebas Ljung-Box no rechazan que esta  §o 1
serie sea ruido blanco. Pero en la grifica §
. oy
parece que la varianza no es constante, por $<1
lo que posiblemente la serie tampoco serfa
9 < A
ruido blanco. '
©
corrgram depreciacion, lags(l12) noplot 1 ; . ;
05jan1999 110ct2006 01jul2014 6000
LAG AC PAC 0 Prob>Q
<
1 0.0055 0.0055 .16483 0.6847 =N
2 -0.0151 -0.0151 1.4129 0.4934
3 0.0020  0.0022 1.4357 0.6972 S
4 0.0139 0.0136 2.4911 0.6462 &3
5 -0.0086 -0.0087 2.8965 0.7159 & [
6 -0.0035 -0.0030 2.9636 0.8134 2 I I
o
7 0.0097 0.0094 3.4785 0.8375 gg* T J l tlet *l, l TT‘?TT o l’
|8 0.0225 0.0222 6.2474 0.6195 _ 3 l l 1 l 1 l J =
9 -0.0275 -0.0273  10.384 0.3203 £
10 -0.0081 -0.0072 10.748 0.3775 S5
11 -0.0097 -0.0109 11.266 0.4213 <
12 0.0252 0.0249 14.762 0.2547

-0.04

0 10 20 30 4
Lag
Bartlett's formula for MA(q) 95% confidence bands
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De no-correlaciéon a independencia y normalidad

e El hecho de que una serie no esté autocorrelacionada no implica que sus elementos sean inde-
pendientes o que estén normalmente distribuidos.

o Ausencia de autocorrelacién implica independencia solamente si las variables estdn normal-
mente distribuidas.

o Usualmente se asume normalidad del proceso estocdstico, porque muchos tests dependen de
este supuesto.

e Para evaluar si este supuesto es apropiado, analizamos los momentos tercero (asimetria) y
cuarto (kurtosis).

Test de normalidad
Test de Jarque-Bera(1980)

9% . Es esta serie normal?
H, S=F(=£)’ =0, K =E (£)" = 3 (s es)
T [ . . 2
Test JB=g<52+%(K—3)>~x%
AN Si JB > x3(1 — a), rechazar Hy con 100a% de significancia: la serie no es
E normal.
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Capitulo 2

Ecuaciones en diferencia

En este capitulo

2.1 Solucién por sustituciones recursivas . . . . . . . . . ... 26

2.2 Solucién por combinacién de soluciones homogéneas y particulares . . . . . 33

2.3 Solucién por medio del operador de rezagos . . . . . . . ... ... 36
Introduccién

o Este tema constituye el primer paso para el estudio de la econometria de series de tiempo
o En esta presentacién, se asumird que todas las variables son deterministicas (no estocisticas).

o El interés de esta presentacion es el estudio de las consecuencias dindmicas de eventos a través
del tiempo.

e Se limita la exposicién a ecuaciones en diferencia lineales.

Ecuacién en diferencia lineal de orden p

e La variable y; evoluciona como un ecuacién en diferencia de orden p cuando depende de sus
ultimos p valores
Yt = P1Yi—1 + P2yi—2 + - + GpYr—p + Wy

e Si wy = 0 en todo periodo ¢, obtenemos la ecuacién en diferencia lineal homogénea
Yo — O1Ys—1 — P2lYi—2 — - — GplYi—p =0
o Nuestra meta es responder a: jcudl es el efecto sobre la trayectoria de y de un cambio en w?
Ecuacién en diferencia de primer orden

e Sip =1, la variable y; evoluciona como un ecuacién en diferencia de primer orden

Y = Pyr—1 +wy
e En este caso, la ecuacién homogénea correspondiente es

Yt — dyr—1 =0

25
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2.1 Solucién por sustituciones recursivas
Solucién de la ecuaciéon de primer orden
e Dado un valor inicial y_; y la secuencia
{wo, w1, ..., w}
la ecuacién puede resolverse de manera recursiva como:
g = " y_1 + ¢lwo + @' Twr + -+ wymy + wy
Multiplicador dinamico: shock transitorio
e La solucién es similar si se desea expresar y;4; a partir de y;

Yo = 0T ye1 + w7 we - G+ wiy

e El multiplicador dindmico se obtiene simplemente como:

OYt+j Y
8wt _¢

« FEl proceso es estable si y sdlo si |¢] < 1

Valor presente

e Sea [ el factor de descuento. Se define el valor presente:

VP =Y 8y,

=0

e ;Cudl es el efecto de un cambio en w; sobre el VP de y?

8VP jaytﬂ _ > v 1
Zﬁ ;Mﬁ T

siempre y cuando |B¢| < 1.

Efecto de un shock permanente

e Supongase que el cambio en w; es permanente.

e ;Qué efecto tiene sobre y en el largo plazo?

yt+g -k _
iSO St

wt+k =0

—_

siempre y cuando |¢| < 1.



2.1. SOLUCION POR SUSTITUCIONES RECURSIVAS 27
Efecto acumulado de un shock transitorio

e Se desea la suma de los cambios en y como consecuencia de un tinico cambio en wy.

¢ Esto corresponde al ejemplo del VP cuando g = 1:
EA:ilj%:iW:L’ 6| < 1.
=0 3wt =0 1-—

Notese que el efecto acumulado de un shock transitorio es igual al efecto de un shock perma-
nente en el largo plazo.

Ecuacién en diferencia de orden p

e La variable y; evoluciona como un ecuacién en diferencia de primer orden cuando depende de
sus ultimos p valores

Y¢ = O1Yi—1 + P2Yi—2 + - + OpYr_p + Wy
e Es muy complicado analizar por sustitucién recursiva la dindmica de una ecuacién de orden p.

o Afortunadamente es muy simple expresarla como una ecuacién vectorial en diferencia de orden
1, que se resuelve de manera similar a la ecuacién escalar.

Solucién de la ecuaciéon de orden p
Para resolverla se definen:

d1 P2 P3 ... Ppo1 Dy
yyf 1 0 0 ... 0 0 ‘St
t—1
& = . ) F=|0 1 0 0 0 ) vy =
Yi-p+1 0O 0 0 ... 1 0 0

con lo que la ecuaciéon de orden p que puede escribirse:
§e=F& 1+
y resolverse como:

§t+j = Fj+1§t71 + Fjvt + FjilUtJrl 4+t FUtJrj—l + Uigj

Nota: Descomposicion espectral de una matriz

Descomposicion espectral de una matriz
Si los eigenvectores de la matriz cuadrada A son linealmente independientes, entonces

A=CAC™!
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donde A es la matriz diagonal formada por los eigenvalores de A:

A1 0 ... 0

0 X ... O
A:

0 0 ... X\

y las columnas de C son los correspondientes eigenvectores de A.
Potencia de una matriz
Si A tiene la descomposicién espectral A = CAC~! es facil calcular su t-ésima potencia:

At = COACE
ya que
A0 0
0 M 0
Al =
0 0 At

Ejemplo 2-1: Resolviendo 3 = 0.9y, 1 — 0.2y, o+ 3

La ecuacién puede escribirse como
Yt . 09 -0.2 Yt—1 + 3
Yi—1 1 0 | |yi—2 0
Por sustitucién recursiva encontramos

&G=I+F+F*+ - -+ F7?) o+ F7lg
=(I-F)'U-F)(I+F+F+. - 4+ F) v+ Filg
=([-F)'(I-FYo+Filg

Necesitamos una expresién para F*~!. Para ello, buscamos la descomposicién espectral de
F.
Encontramos los eigenvalores de F':

09—-Xx —-0.2
1 —-A

‘ =X -0924+02=(A-05)(A—-04)=0

es decir, A\; = 0.5, Ay = 0.4.

Es facil mostrar que los eigenvectores son [)‘11] y [/\12] _
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Entonces
—1
_ )\1 )\2 )\1 0 >\1 >\2
F_[l 1“0 Ang 1} =
_ —1
-1 [A A2] [ Lo A Ay
F= [1 Lo A1 1] T
o [ xR o 1 —X
T A 11 0 M1
_ 1 { = —AiAg (AT —Agl)]
A1—A2 A'i_l _ Ag_l _)\1>\2 ()\3—2 _ )\152—2)

Sustituyendo los valores de A1 y Ao

Ft-1 — 10 (0.5* — 0.4%) -2 (0.575—1 _ 0.415_1)
10 (0.5t —0.4+71)  —2(0.52 — 0.4t-2)
Por otra parte: )
(1-F~ =3[0l =3[1671]
Sustituyendo lo anterior en la ecuacién vectorial:
t ] 10 —2 1—10(0.5t—0.4t) 2(0.5t*1_0_4t71)
[yiy—l] - % [10 1] |:10(O‘5t—10.4t—1) 172(0‘5%270.41_2) [%] +
10(0.5t—0,4t) _2(0451*1_0.4t—1) [yl] B
10(0.5t71—0,4t71) _2(0.5t*2_0_4t72) Yol —
10 —2 1-10(0.5"~0.4") 10(0.5'—0.4") —2(0.54"1—0.4t"1) |,
[10 1] _10(0_5#1_0.41—1) 10(045171_0_4#1) _2(0_51572_0.4/572) [yo]

Tomando la primera fila

Yy =10 — 100 (0.5" — 0.4") 420 (0.5 "' —0.4""") +
10y1 (0.5 —0.4%) — 2y (0.5 " —0.4"71) =

yr = 10+ 10 (y1 — 10) (0.5" — 0.4") — 2 (yo — 10) (0.5""* — 0.4"1)
=10 + (10y; — 100) (0.5" — 0.4%) + (20 — 2yo) (2 x 0.5" — 2.5 x 0.4*)
=10 + (10y; — 4yo — 60) 0.5" — (10y; — 5yo — 50) 0.4"

Si imponemos las 2 condiciones iniciales: yo = 13,y; = 11.3, la solucién de la ecuacién es:

ye = 10 + 0.5° + 2 x 0.4¢

Multiplicador dindmico: caso orden p
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e De nuevo el multiplicador dindmico se obtiene por derivacion:

Oivj _ oy
vy =

o El primer elemento de & es y.y; v el primer elemento de v es wy, por lo tanto:

Witj
awt _F(ll)

o Ahora la estabilidad depende de FY.

Estabilidad

e Que FV tienda a 0 cuando j crece al infinito depende de los eigenvalores de F.

« Si todos son distintos, entonces F¥ = TAJT~!, donde:

tin tiz ... tip )\{ 0 . 0 AR A 1 4

4 tor toa ... tayp| O X ..o 0| |7T 2 L
Fr=1_ :

by tpa ...ty LO 0 o XD LRt PP L e

e por tanto

e , ‘ . ,
Bwt] = Flipy = (tut™) M+ (Gt ) M+ -+ (") A
=M+ e+t

Obteniendo los eigenvalores y los ponderadores

e Los eigenvalores de F' se obtienen de resolver:

Ecuacién caracteristica

|F = AL =X — i WP — o XP 2 — oo~ A~ =0
e Mientras que ¢; se obtiene de:
APt
C; = ) L
[T (A = A)
k=1
k#i

o Noétese que:
cteot o= (tnt"h) + (tt?) 4+ (Gpt?t) =1

Dinamica de ajuste

e Dado que

Yt j
awt

201)\{+62A%+~-~+CPA§;
l=ci+co+-+¢

el multiplicador dindmico es un promedio ponderado de las potencias de los eigenvalores.
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e La forma del ajuste dependera del eigenvalor de mayor valor absoluto Ap,qz

— Si0 < Apaz < 1, el MD decae geométricamente.

— Si —1 < Apaz <0, el MD decae alternando

— Si |Amaz| > 1, la serie explota (no converge)

Nota: Nuimeros complejos

Representacion de niimeros complejos

{2}
a+ bi = R(cosf + isinf) = Re'
z
b
s

E )
E z

& *

6 = arctan (b/a)
Rcosf @ R{z}

Multiplicacién de niimeros complejos
e Siz=Re" yw=Se*, entonces su producto es
2w = RSe!+¥)
e Asi, si elevamos z a la n-ésima potencia:
n ,
o — (Reze) _ Rneznﬁ’

e Es decir
lim z"=0< |R| <1

n—oo
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Potencias de z= 0.95¢e® Potencias de z=1.04e™®
/2 /2
m (/4 0
3n/2 3m/2
=)+
Figura 2.1: Ejemplos de potencia de nimeros complejos

Dinamica de ajuste (2)
e ;Cémo se da el ajuste si A4, €s complejo?
e Se sabe que si A\ = a + bi, entonces Ay = a — bi

o Si expresamos A; en coordenadas polares:

. R = a2 + b2
A1 = Rlcos 6 + isin 0] = Re™ a:g
A2 = Rlcos# —isinf] = Re™ % b= Rsin0

e De lo anterior:
M = R7eY% = R7[cos jO + isin jO]
N, = R7e”% = Ricos jf — isin j6)
Dindmica de ajuste (3)
o El promedio de estos dos eigenvalores es:

el M + M = ¢y RV [cos j0 + i sin j0] + cy RY[cos O — i sin jO)
= R?[(c1 + ¢2) cos jO +i(cl — ¢3) sin jO]

Pero ¢y y ¢2 son conjugados: ¢1,co = a £ Bi

= R’ [2acos jO — 2B sin j0)

e que en funcion de j es periddica, con frecuencia 6 y periodo 27”
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Ejemplo de dinamica de ajuste cuando p =2

Ye=0.9yt-1—0.9yr—2 + w; ye=0.2yt-1+0.35y¢- 2 + w;
1.0 1.0
0.8
0.5
0.6
0.0
0.4
-0.5 0.2
0.0
ye=1.6y:-1—0.64y:_>+w; Yt=0.5yt-1+ 0.5yt > + we
2.0 1.0
0.8
1.5 n
06 -
1.0
0.4
0.5 0.2
0.0 0.0
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40

Valor presente

o Recordando que

Oty ;
= FJ
Ov,
Se tiene que:
> € > _
> *§+ =Y BF =(I,-pF)""
— Ut —
7=0 7=0
En este caso su elemento 1,1 es
1
1—¢18 — g2 — - — 3P

Efecto acumulado y multiplicador de largo plazo

e Se obtiene del VP en el caso particular en que g = 1:

1
l—p1—2——p

50

2.2 Soluciéon por combinacién de soluciones homogéneas y

particulares

La estrategia de solucion
Para resolver la ecuacién lineal en diferencia,

Yt = Pr¥Ye—1 + P2Yr—2 + - + GpYr—p + Wt

seguimos estos pasos

Paso 1: Formamos la ecuacién homogénea y: — ¢p1ye—1 — $2yt—2 — - - - — Pp¥Yt—p = 0 y encontramos

sus p soluciones;
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Paso 2: Encontramos una solucién particular;

Paso 3: Obtenemos la solucién general como la suma de la solucién particular y una combinacion
lineal de todas las soluciones homogéneas;

Paso 4: Eliminamos las constantes arbitrarias imponiendo p condiciones iniciales en el problema.

Ecuacién homogénea de primer orden

e Para la ecuacién
Yy =Y-1 =Y —PYyi—1 =0

e Solucién trivial: y, = y;—1 = --- = 0, pero no es Unica.

o La expresién y! = ¢' también es una solucién:

o' —9(6"1) =0

« Pero si y! es una solucién, entonces Ay también lo es, para cualquier escalar A:
h h h h
Ayy — ¢ (Ayt—l) =A (yt - ¢yt—1) =0
Condicién inicial para la ecuacién homogénea de primer orden

o Hemos obtenido que y; = A¢? resuelve y; — ¢y;_1 =0
o Para determinar una valor especifico de A, necesitamos una condicién inicial.

e Por ejemplo, supongamos que el valor de y; en ¢t = 0 es conocido. Entonces:

yo = A¢’ = A=y

e Por lo que en ese caso la solucién de la ecuacién seria

y: = ¢'vo
Ecuacion homogénea de orden p
e Para la ecuacion
Yt — Q1Yt—1 — P2Ys—2 — -+ — Pp—1Yt—p+1 — PpYt—p = 0
e Solucién trivial es de nuevo: y; =y = -+ = 0.

« Supongamos que la expresion y/ = z! también es una solucién. Sustituyendo en la ecuacién:

t t—1 t—2 t—p+1 t—
2= 2T = o2 T =y 2 TP =92 P =0
t— —1 -2 1 0
z p[zp—¢1zp — PP = —Pp_12 —qﬁpz]:O
e Hemos logrado cambiar el problema original por el de encontrar los ceros de un polinomio de

grado p:
PP = PP = — 12—y =0

o Esta es la misma ecuacion caracteristica que encontramos en la seccién anterior.
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Resolviendo la ecuacion caracteristica
e Todo polinomio de grado p tiene exactamente p raices, no necesariamente distintas o reales.
» Supongamos que 21, 22, . . ., Zp son las raices del polinomio.

e Las soluciones homogéneas son entonces
h tot t
Yy € {217227"'721;}

« Cualquier combinacién lineal de estas soluciones y!' = Azt + - + Apzl también es una

solucion:
Yo — Grys—1 — - — Gpy—p = (A2l + - + Apzy) —
é1 (A1Z§_1 4. _|_APZ;_1) — =y (Alzi_p N —|—A1z;_p) =
Al (Z{ — ¢1Z§71 — e — ¢p2i7p) + -+ Ap (Z}t) - ¢1Z;71 - (przéip) =
A1Z§7p (Zf — ¢1211J71 — (z)p) + -+ Apz;:aip (ZS - ¢12571 -t d)P) = O

Ejemplo 2-2: Resolviendo y; = 0.9y, 1 — 0.2y, 9+ 3

E EqDiff2.ipynb
Yy =09y—1 — 0.2y, +3
Paso 1: Resolvemos la ecuaciéon homogénea y; — 0.9y;_1 + 0.2y;_o = 0:
22 -092z4+02=(2—0.4)(z—0.5)=0
z€{04,05} = g}, =04 yb, =05
Es facil verificar que son las soluciones:
0.4" —0.9(0.4) ' +0.2(0.4)"% = (0.4)"? [(0.4)* — 0.9(0.4) +0.2] =0
0.5' — 0.9(0.5) "' +0.2(0.5)" "% = (0.5)" " [(0.5)* — 0.9(0.5) +0.2] =0
Paso 2: Supongamos que y} = ¢, una constante, es una solucién particular:

c=09c—-02c+3 =c=10 =y, =10

Paso 3: Obtenemos la soluciéon general como la suma de la solucién particular y una combi-
nacion lineal de todas las soluciones homogéneas:

yr = A1(0.4)" + A2(0.5)" + 10

Paso 4: Eliminamos A;, A imponiendo 2 condiciones iniciales: yo = 13,y = 11.3.

13 =A;+ A5+ 10 A+ As =3
11.3 =0.4A4; +0.545 + 10 0.4A; +0.545; =1.3

entonces A; = 2, As = 1 y la solucién general de la ecuacién es:

ye = 2(0.4)" + (0.5)" + 10
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Podemos también resolver este sistema utilizando el paquete sympy de Python:

from sympy import Function, rsolve
from sympy.abc import t

y = Function('y")
rsolve(y(t) - 0.9%y(t-1) + 0.2%y(t-2) - 3, y(t), {y(0):13, y(1):
11.3})

Tk W N~

2.3 Solucion por medio del operador de rezagos

Introduccién

e Este tema constituye una herramienta para simplificar el anélisis de ecuaciones en diferencia
o Se asumird que todas las variables son deterministicas (no estocésticas).

e Se limita la exposicién a ecuaciones en diferencia lineales.

Ecuacién en diferencia de primer orden

¢ En este caso

Y = Qyr—1 + wy
o Utilizando el operador de rezagos se resuelve asi:

Yy = oLy +wy
(1-0L)y = wy
(14 ¢L+-+¢'L')(1—¢L)yy = (1+ oL+ +¢'L") w,
(1= "™ L) gy = wy + dwy_y + -+ + ¢lwo

o Asi
Ye =" y_1 4+ wy + dwi1 + - + dlwg

Solucién de “largo plazo”

¢ En este caso

(1 - ¢L)yt = Wy
(1-¢L) ' (1—¢L)y = (1+¢L+¢" L7 +...) w,
Y = wy + qw_1 + *wp_o + ...

siempre y cuando |¢| < 1.
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Ecuacién en diferencia de orden p

e La variable y; evoluciona como
Yt = P1Ye—1 + P2Yr—2 + - + GpYr—p + Wt
e Con operador de rezagos:
(1= L= L? = =, LP) g = wy
e Para factorizar el polinomio es necesario resolver
F() =161z — 62 — oo — 2P =0
e Con el cambio de variable z = % obtenemos

1=61(3) —02(3) =~ & ()" =0
N — GNP — o AP — =y A=y =0

o Esta es la misma expresién que se obtuvo con algebra de matrices: por lo tanto las raices de
f(z) son los reciprocos de las raices anteriores.

Estabilidad

¢ Dada la relacion existente entre las ecuaciones

L— 12— ¢oz? — - —¢p2P =0
AP — g NPT — o AP — o — — A — ¢, =0

estd claro que para que el proceso sea estable es necesario que las raices de
2 P _
1 =012 —az" — - —pp2P =0

estén fuera del circulo unitario, esto es, si z; es raiz, entonces |z;| > 1.
Referencias del capitulo 2

Enders, Walter (2014). Applied Econometric Time Series. 4* ed. Wiley. 1SBN: 978-1-118-80856-6.
Hamilton, James M. (1994). Time Series Analysis. Princeton University Press. 1SBN: 0-691-04289-6.
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Capitulo 3

Modelos AutoRegresivos de Media
Mévil (ARMA)

En este capitulo

3.1 Introduccidn . . . . . . . . . . . e e e 39
3.2 Proceso de media mévil MA(q) . . . . ... ... 44
3.3 Proceso autorregresivo AR(p) . . . . . ... 49
3.4 Proceso autorregresivo de media mévil ARMA(p,q) . . . . . ... ... ... 57
3.5 Estimacién de modelos ARMA . . . . . . .. . ... . ... .. ... ... 59
3.6 Prondsticos con modelos ARMA . . . .. ... .. ... ... ... ..... 65

3.1 Introduccién

. Qué es una serie de tiempo?
Una serie de tiempo {y;}7_; es una realizacién de un proceso estocastico.

39
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. Qué nos gustaria hacer con esta serie de tiempo?

e Imaginemos a la serie de tiempo como la parte de un proceso estocastico para la cual ya
tenemos las realizaciones del proceso (un valor por periodo)

Y, Y2, - YT Y1+1, Y7425 - - -

e Nos gustaria saber la distribucion condicional
Plyry; <@y, y7]

o Esto nos permitiria utilizar nuestra serie de tiempo para pronosticar valores futuros de la serie,
asi como precisar su variabilidad:

Er [yriil = Elyrej | y1-- yr]
Varr [yr4;] = Var [yr+; | v1,- .., yr]

Nuestra tarea

 En la prictica, puede ser que nunca conozcamos el verdadero proceso generador de datos (PGD)
(el proceso estocdstico del cual fueron obtenidos los valores de nuestra serie de tiempo).

e Nuestra tarea es desarrollar modelos que capturen la esencia del verdadero PGD.

e Las ecuaciones en diferencia estocasticas son una manera muy conveniente de modelar procesos
econdémicos dindmicos.

Ejemplo 3-1: Controlando la oferta de dinero

o Suponga que la meta de oferta monetaria M* del banco central crece 100g% por ano:
M = (1+g)M;,
o0 en términos logaritmicos, con m* = log (M*)

my = log(1+g) +m;_,

my X g+ mi_
o Para una condicién inicial m{ dada, la solucién es:
* *
m; = gt +my

o La cantidad efectiva de dinero m; puede diferir de la meta mjy.

e El banco central intenta cerrar una proporcién p de la brecha entre la meta y la cantidad
efectiva del periodo anterior. El cambio en la oferta de dinero es:

Amy =p (mf_l — mt—l) + €t
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e por lo que la oferta de dinero es

my = pmi_y + (1 = p)me_1 + &
=pg(t —1) + pmg + (L = p)my—1 + &
=p(mg—9)+ (pg)t +(1—p)mi1+ &

e Aunque la oferta monetaria es una variable continua, nuestro modelo es una ecuacién
en diferencia (discreta).

o Como las perturbaciones {e;} son aleatorias, la oferta de dinero es estocéstica.

o Sisupiéramos la distribucién de {e; }, podriamos calcular la distribucién de cada elemen-
to de {m.}, porque esta determinada completamente por los pardmetros de la ecuacion
y por la secuencia {e;}.

« Habiendo observado las primeras T observaciones de la serie {m;}, podriamos pronos-
ticar futuros valores. Por ejemplo:

1=p
= Er [mri1] = p (9T +mg) + (1 — p)mr

Ruido blanco y el modelo clasico de regresion lineal

e En el MCRL se asume que

yr = 18 + €
donde para todas las observaciones t = 1,2,...,T el término de error cumple que:
Ele,] =0 (media cero)
Varle,] = o (no hay heteroscedasticidad)
Elere,] =0 sit#T (no hay autocorrelacion)

e Es decir, el MCRL aplicado a series de tiempo asume que el error es un proceso de ruido
blanco.

e Sin embargo, en la practica rara vez se satisface ese supuesto cuando se ajusta un modelo de
regresion lineal a datos de series de tiempo.

Ejemplo 3-2: Estimando la demanda de dinero

E bcer

E demandadinero.ipynb
Consideremos la demanda de dinero en Costa Rica

log(M;) = Bo + B1log(q:) + B2 log(p:) + P3 log(ir) + €

la cual estimamos con datos mensuales (1991m01 a 2020m01) del medio circulante M;, el
IMAE ¢, el IPC py, v la tasa bésica pasiva ;.
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coef  std err t P> |t| [0.025 0.975]
Intercept 5.5080 0.227 24.251 0.000 5.061 5.955
IMAE 1.1300 0.059 19.143 0.000 1.014 1.246
IPC 0.9463 0.021 45.664 0.000 0.905 0.987

Tbasica -0.2409 0.018 -13.641  0.000  -0.276  -0.206

No obstante, los residuos de la regresiéon no parecen ruido blanco.
Residuos de la regresion

0.2
0.0
-0.2

1994 1999 2004 2009 2014 2019

o Autocorrelacion Autocorrelacion parcial

05
0.0

0 12 24 36 48 0 12 24 36 48

e Conocer el valor de un residuo puede ayudar a pronosticar el siguiente.

e Adln asi, notemos que para pronosticar el valor del M1 en 2020m02, necesitariamos
pronosticar los valores de las demés variables.

En esta clase

e En esta clase aprenderemos a modelar series de tiempo en funcién de:

— sus valores rezagados (procesos autorregresivos)

— valores rezagados de un ruido blanco (procesos de media mévil)
e Primero estudiamos las propiedades teéricas de procesos estocésticos.

e Luego tratamos de identificar el PGD de nuestra serie a partir de sus estadisticos muestrales,
comparandolos con los estadisticos de los procesos del punto anterior.

e Finalmente, utilizamos nuestro modelo estimado para

— anadlisis de escenarios: jqué pasaria con la serie de tiempo si recibe una perturbacién
estocdstica de cierta magnitud (funcién impulso respuesta)

— prondsticos: jqué valores esperamos ver en el futuro para esta serie de tiempo?

Modelos que estudiaremos
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Ruido blanco

Es una secuencia {e; } cuyos elementos satisfa-

Proceso media madvil

cen, Sea {€;} ruido blanco; el proceso estocéstico
E(Ezt) :02 yt:€t+01€t—1+"'+9qet—q
E(e) =0 con 6, # 0 es llamado un proceso MA(q).

E(ee;) =0 fort#r

Autorregresivo media mévil

Proceso autorregresivo
Sea {e;} ruido blanco; el proceso estocéstico

Sea {e;} ruido blanco; el proceso estocéstico

Yt = Q1Ys—1 + -+ PpYi—p + & Yt = PrYr—1 4+ + OpYr—p + ...
+e 0161+ + Ogei—g

con ¢, # 0 es llamado un proceso AR(p).

es llamado proceso ARMA (p,q).

La metodologia Box-Jenkins

1. Postular clase general de modelos

!

2. Identificar un modelo provisional

!

3. Estimar pardametros del modelo

l . Es
(’ >
4. Ejecutar pruebas de diagnéstico —— adecuado

5. Usar modelo para pronds

Acerca de los ejemplos

o FEn esta clase veremos ilustraciones de distintos proceso AR, MA, y ARMA.

o Usted puede reproducirlas (y estudiar més casos especificos de estos procesos) con el paquete
macrodemos que escribi en Python para este tema.

o Para instalarlo: pip install macrodemos

e Para ejecutarlo:

1 |from macrodemos import ARMA_demo
2 | ARMA_demo ()



http://randall-romero.com/code/macrodemos/
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$y_t=+0.9y {t-1}-0.5y_{t-2} + \epsilon_t+0.4\epsilon_{t-1}$

ARMA Parameters

Simulated Deta

- CE—

$E(y.)=0, Vy_t)=3416675
Figure Parameters

3.2 Proceso de media mévil MA(q)

Proceso media mévil de primer orden: MA (1)

o Sea {€},- ., un proceso ruido blanco.
o Se define el proceso MA(1) como:

Y =p+ e+ ey
=p+(1+60L)e

e Su valor esperado es:

Ely:] = p+ Eler] + 0 Eles1]
=p+0+00
=p

e Su varianza es

[(yt Ely ]
=E [(yt ]
E[(et—i—eet 1 ]
E[ +20€t6t L+ 6° et 1]
[

= (1+6%)0?
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e Su autocovarianza j, para j > 1, es

Covlye, yr—s] = E(ye — 1) (ye—5 — )]

=E[(& + Oct—1)(€1—j + Oer—j—1)]

:]E[Etet j+Oeerj 1+ 0616 ]+9 €t—1€6t—j— 1]
=04+0x0+0FE[e_16,] + 6% x0

=0E [ft—let—j] = {

% | sij=1
0 L sij>1

e Por lo tanto, su funcién de autocorrelacion es
] PR
— a7 sij=1
_ ) 1+ez >
Pj = { + .

0 ,sig>1

e Notemos que la funcic')n de autocorrelacién de y; = p + € + 0e;—1 es la misma que para el
proceso zy = u + € + et 1

0.5

0.0

P1

-2.0 -0.5 0.0 0.5 2.0
6

e Resumiendo los resultados que hemos obtenido

Ely] = p
Var[y;] = (1 4 6?)o?
fo? ,sij=1
Covlys, yi—j] = ’
ovlye, Y] {0 L sij>1

vemos que ninguno de estos momentos depende del tiempo ¢, por lo que el proceso MA(1)
siempre es covarianza-estacionario.
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Ejemplo 3-3: MA(1)

Yr = €t + 0.8€4_1 yr = € — 0.8€4_1

Realizacion Realizaciéon

“ N vv‘*vww V“JVA Av'v“\f\lﬁ

0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120

Autocorrelacién Autocorrelacion

Invertibilidad de un proceso MA(1)
e Supongamos que pu = 0, con lo que el proceso es

yr =€ +0e_1=(1+60L)eg

 Siempre que |f| < 1 podemos invertir el polinomio (1 + 6 L):
(14+60L) ' =1 —-0L+0*L>—03L% +...)
e con lo que
€t = (1 + QL)_lyt
=(1-0L+0212-0PL3+.. )y,
=y — Oy + Py — Pyes+ ...
=Sy =6 +0y_1— 0Py o+ 0y _5— ...

o Es decir, podemos representar el proceso MA(1) como un proceso AR(oc0).

o Recordemos que si bien un proceso MA (1) con pardmetro 6 tiene exactamente la misma funcién
de autocorrelacién que un proceso con parametro %, solo uno de ellos puede ser invertible,
porque si |0 < 1, entonces |§| > 1.

o Para ciertos métodos de estimacién, sélo serd posible estimar el modelo MA(1) si es invertible.

e Por ello, para modelos no invertibles se suele cambiar el parametro por su reciproco.
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El proceso MA(q)

Es fcil extender el proceso MA(1) para incluir més rezagos.

El proceso MA(q) es

Ye=p+ e+ 0161+ + 0464
=u+Q+6L+---+6,L% ¢
= ,Uz‘f'@(L)Et

con ¢ ruido blanco.

Su valor esperado es

E(y) =E(u+e+ 01614+ 046—4)
=p+E(e)+ 0 E(e—1)+-+0,E(e—g)
=p

Su varianza es

Varly] = E [(y — 1)?]
=E [(ft +be a1+ + qut—q)z]
202—|—9f02—|—-~-+9202
=(1+6+--+6)0°

mientras que su autocovarianza es

V=

(9]‘ -+ 0j+101 —+ 9j+292 + -+ Gqﬂq_j) 02 si ] = ].7 2, o q
0 para j > q.

es decir, una caracteristica distintiva de un proceso MA(q) es que todas sus autocorrelaciones
para rezagos mayores a ¢ son cero.

Invertibilidad de un proceso MA(q)

El proceso MA(q)
ye = p+0O(L)e

seréd invertible si y solo si las raices del polinomio ©(z) estdn todas fuera del circulo unitario.
En ese caso, el proceso se puede representar por
& =07 (L)(y: — p)

lo cual corresponde a un proceso AR(c0).

Funcién impulso respuesta de un proceso MA(q)

La funcién de impulso respuesta esta definida por

. Y14
VO = 5ot

es decir, nos dice cuanto cambia y luego de j periodos ante una perturbacién.
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o Para series estacionarias, podemos escribir

U(j) = Per
)

e Pero como y; = i+ € + 0161 + - - + 046, es facil ver que

es decir, la funcién de impulso respuesta es idéntica a los coeficientes del proceso MA(q).

Ejemplo 3-4: MA(2) y MA(4)

yr = €+ 0.56,_1 + 0.5¢4_o
Realizacion Funcién impulso respuesta

4

0 20 40 60 80 100 120 0 5 10 15 20

Autocorrelacién

4 6 8 10

Yt — € — O.Gﬁt_l T O.3€t_2 — O.5€t_3 P O.5€t_4
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Realizacion Funcién impulso respuesta

Autocorrelacién Raices de z* — 0.62% +0.32%2 — 0.5z + 0.5

ey

49

Proceso media mévil de orden infinito: M A (c0)

o Definimos el proceso MA(co) como
Yr = b+ Yo + P11 + Yoo+ ...
¢ Su media es
E[yt] =p

e Su varianza es
o= (V5 + i +3+...) 07

la cual es finita siempre y cuando

oo
Douj <o
j=0

3.3 Proceso autorregresivo AR(p)

Proceso autorregresivo de primer orden: AR(1)

o Sea {€},- . un proceso ruido blanco.

o Se define el proceso AR(1) como:
Ye=ct oY1+ €

Y — QYi—1 =c+ €
(1-¢L)ys=c+e
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 Siempre que |¢| < 1 podemos invertir el término (1 — ¢ L)

y=1—-¢L) " (c+e)
=(1-¢L) e+ (1-9¢L) g
__¢ 272
_1_¢+(1+¢L+¢ L+...)e
:ﬁ+€t+¢€t—l+¢2€t—2+---

o Vemos por tanto que si |¢| < 1 el proceso AR(1) puede escribirse como el proceso MA (c0)

c
yt:ﬂ+€t+¢€t71+¢2€t72+---

e Por lo que su valor esperado es:

e y su varianza es

Varly] =70 = (1 +¢*> +¢* +¢° +...) o2

Y
=T
e La representacion MA(oco) nos muestra que y; depende de la perturbacién presente ¢; y de
todas las pasadas €;_1,€i_a, ..., pero no depende de minguna de las perturbaciones futuras
Et+1s €t425 - - -

o Por ello, la covarianza de y; con cualquier perturbacion posterior €45 (con k > 0) es cero.

o Sabiendo que un proceso AR(1) es estacionario si |¢| < 1, es facil obtener sus momentos sin
necesidad de obtener su representacién MA (co).

e En el caso de la media:
Yy =c+ oY1+ €

Ely:] = ¢+ ¢ E[ys—1] + Eleq]
p=c+opn+0

C
> p=-—

L=¢

o Restando la tercera linea de la primera, vemos que el proceso puede escribirse como un AR(1)
para la desviacion respecto a la media sin la constante:

Y — = (Y1 — 1) + &

e Para obtener su varianza elevamos al cuadrado la expresién anterior y tomamos su valor
esperado

E (ﬂ?) =E [(Cf)ﬂt—l + €t)2}
Y0 =E [¢* 571 + 200161 + €|
=¢*y +2x 0+ 07
0.2

R
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o Para obtener su autocovarianza v;, para j > 1, escribimos

U = QUs—1 + €

multiplicamos ambos lados por %;_; y tomamos esperanza

E[5:9i—;] = E[oG—1Tt—j + Gr—j€d]
Vi = Vi1

o Vemos que la funcién de autocorrelacién es la soluciéon de una ecuacion en diferencia homogénea
de primer orden, cuya solucién es

Vi = ¢j’)’0

e Resumiendo los resultados que hemos obtenido

C
1—

Ely) = n=

[~}

o
Varfy] =y = T—4

Cov[ytvyt—j] =7 = ¢j’Yo
pj=¢’

vemos que ninguno de estos momentos depende del tiempo ¢, por lo que el proceso AR(1) es
covarianza-estacionario siempre y cuando |¢| < 1.

o A partir de la representacién MA(oco) del proceso AR(1) con |¢| < 1
Yo = pi+ € + der_1 + e + ...

es facil observar que su funcién de impulso respuesta

N Oy Oy
\Ij(j)_ Bet _8€t_j ¢

es idéntica a su funcién de autocorrelaciones.
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Ejemplo 3-5: AR(1)

Yy = 0.9yi—1 + & Yy = —09y—1 + ¢

Realizacion Realizaciéon

Autocorrelacién Autocorrelacién

El proceso AR(p)
o Es fécil extender el proceso AR(1) para incluir més rezagos.

o El proceso AR(p) es

Yy=ct+ P11+t Ppyr—p + &
Yt — P1Ye—1 — — Gplr—p = C+ &
(1-¢p1L' = =L )y =c+e
L)yt =c+e

o El proceso AR(p) es una ecuacién en diferencia de orden p.

o Esta ecuacién es estable si y solo si las rafces del polinomio 1 — ¢12! — -+ — ¢,2? estdn todas
fuera del circulo unitario.

« Si el proceso es estable, resolvemos para y;

y =2 (L) (c+e)

=0 D+ (L)e
_ ¢ -1
_1_¢1__¢p+¢ (L)Gt

e Su valor esperado es
c

T—b1— 0

E(y:) = = p
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o Similar a lo que obtuvimos para el proceso AR(1), podemos escribir el proceso AR(p) en
términos de desviacion de la media § =y — p.

Ut = O1Yt—1+ -+ Oplit—p + €&

o Para obtener su varianza y autocovarianzas multiplicamos la expresién anterior por #;_;, con
7 >0, y calculamos el valor esperado

E 09—l =E[¢101—1Ge—; + - - + Oplr—pUi—j + €:Gt—;]
L ¢171+"‘+¢p7p+02 sij=0
T vt vy sig >0

e Si dividimos la tltima linea entre la varianza -y, obtenemos las

Ecuaciones Yule-Walker

e Esta es la misma ecuacién en diferencia que el proceso original, por lo que en principio
se puede resolver con los métodos convencionales, una vez que tengamos p valores iniciales

P05 P15+ -5 Pp—1-

o En general, no es tan sencillo obtener despejar los valores de las autocorrelaciones p;.
e Para obtener la funciéon de impulso respuesta, podriamos partir de la forma
ye = p+ & H(L)e
pero esto requiere que obtengamos la forma explicita del polinomio de rezagos

P HL) =1+ L+ L2+ ...

o Ahora bien, reconociendo que un proceso AR(p) es una ecuacién en diferencia de orden p,
encontramos que

Oy 4 , ,
g::] =N F e+ )
donde \; son las raices del polinomio caracteristico AP — 1 AP~ —- .. — ¢, (ver tema 2, p.19-20).

« Para un proceso AR(p) estacionario, sabemos que todas las raices A; estan dentro del circulo
unitario.

e Por ello, a partir de
Mi+j
aEt

sabemos que la funcién de impulso respuesta converge a cero en el largo plazo.

=X + X+ + o))

o La forma de la funcién depende especialmente del valor A; més grande:

— Si es positivo, decae geométricamente,
— Si es negativo, decae alternando de signo,

— Si es complejo, decae oscilando periédicamente (ver tema 2, p.25).
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Ejemplo 3-6: AR(2): y; = 0.9y, 1 — 0.625y; 2 + &

Yt = O.Qyt—l - 0.625yt_2 + €

Realizacion

‘ Con las ecuaciones Yule-Walker
1+ d2p1 = p1
D101 + P2 = p2

encontramos
' é1
= ~ 0.5538
0 20 40 60 20 100 120 pl ]. - ¢2
Autocorrelacién p2 = ¢1p1+ ¢2 = —0.1265

Las demés autocorrelaciones las encontra-
mos con

pj = 0.9pj-1 —0.625p, 2

-0.5
0 2 4 6 8 10

La ecuacién caracteristica es

A2 — 0.9) + 0.625 = 0 Usando las férmulas del tema 2 (pp.19-25), en-
contramos su funcién impulso respuesta
con raices

A =0.45+£0.65¢

~ 0.79 (c0s 0.97 + isin 0.97) la cual converge a cero, oscilando periédicamente
conforme j — co.

0.797 [cos(0.97) — 2 sin(0.975)]

por lo que el proceso es estacionario.

Y
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Ejemplo 3-7: AR(1) vs AR(2)

o Consideremos estos dos procesos autorregresivos:

Y = O.Qyt_l + € Y = O.5yt_1 P 0-4yt—2 + €

Autocorrelations Autocorrelations

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

o Este caso ilustra que es sumamente dificil identificar el orden p de un proceso AR(p) a
partir de su autocorrelograma.

e Para resolver este problema, a continuacion estudiaremos la autocorrelacion parcial.

Autocorrelacién parcial

e La autocorrelacién parcial mide la correlaciéon restante entre y; y y;—) una vez que se han
eliminado la influencia de y;—1, %2, ., Yt—k+1-

Y = aﬁk)ytfl + aék)yt72 +F a](ck—)lyt*kJrl + az(ck)ytfk

“eliminamos” este efecto

e Es decir, las primeros m autocorrelaciones parciales vienen de
_ .,
Yt = a1 "Yt—1

Yt = agg)yt_l + a§2)yt_2

Yt = agm_l)yt_l + a;m_l)

Yt = agm)yH + aém)ytfz + -+ afqin_)wtfmﬂ + agln)ytfm

Y2+ -+ afqir:l)yt—m+1

k
e Para encontrar el valor de agg ) basta con resolver

1 p1 p2 oo pr-1| |M p1

| (k)
P1 P1 coe PE—2] Qg P2
p2 p1 Lo pes| o] = |ps
Pk—1 Pr—2 Pr-3 ... 1 a,(f) Pk

o En adelante, denotaremos la k-ésima correlacién parcial por p(k) = a,(ck)
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o Comparando las ecuaciones del proceso AR(p) y de la autocorrelacién parcial k:

Yo = O1Yi—1 + QaYi—2 + -+ dpYi—p + €&

k k k k
Yt = a§ )yt—l + a§ )yt—Q + -+ a;_)lyt—k-u + CL; )yt—k

vemos que

— si k = p, entonces i = ¢,
— si k> p, entonces @i =0

— si k=1, entonces p1 = py

Ejemplo 3-8: AR(1) vs AR(2), con autocorrelacién parcial

e Consideremos de nuevo estos procesos autorregresivos:

Yye = 0.9y:—1 + & Yy = 0.5y;—1 + 0.4y, 2 +

Partial Autocorrelations Partial Autocorrelations

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

e Ahora es muy sencillo identificar el orden p de los proceso AR.

Para encontrar la segunda autocorrelacion parcial, resolvemos

=il
ar| _ |1 m pr| _ 1 L —pi| |,
2 p1 1 P2 1—p2 |=p1 1 ||p2

ot

de donde gy = 2251,
—7
e Para el proceso AR(1) sabemos que p; = ¢*, con lo que comprobamos que @s =
2 2
1:¢2 = 0.

o En un ejemplo anterior encontramos que para un proceso AR(2) se cumple

) _ 49
“1-6, 6 P2—¢1Pl+¢2—60

P1

Al sustituir en la expresién para ¢ comprobamos que

49 25
__ 60 36 __ —
Py = 2 = 0.4 = ¢s.

36
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3.4 Proceso autorregresivo de media mévil ARMA (p,q)

Procesos ARMA
Definicién: proceso ARMA

Sea {e:} un proceso ruido blanco; el proceso estocastico
Y =CHPrYi—1+ -+ OpYi—p + € + 0161 + -+ 04€i_g

con ¢p,, 8, # 0 es llamado un proceso ARMA(p,q).

o« ARMA = AutoRegressive Moving Average, (autorregresivo media mévil)

e Los procesos ARMA son importantes porque todo proceso estacionario puede ser aproximado
por un proceso ARMA.

o Similar a lo que encontramos con los procesos AR(p), si asumimos que es estacionario su media
satisface la relacién

p=c+ ot + dpp

e Por lo que el proceso puede escribirse sin el intercepto, si expresamos la variable y como
desviacién de su media

Uy = O1Yp—1 + -+ Oplt—p + € + Ores_1 + -+ qut_q

o Las férmulas para la varianza y la autocovarianza se obtienen aplicando las definiciones del
caso, pero tienden a ser mas complicadas.

Estabilidad e invertibilidad de un proceso ARMA
El proceso §: = ¢19t—1 + -+ + OpUt—p + € + 01611 + - - - + O46._4 puede expresarse en términos de
polinomios de rezagos:

Yt — (blgtfl - ¢pgt7p =¢ + 01601+ -+ qutiq
(1= L= = L) e = 1+ 6 Lt 40,19 ¢
(b(L)?jt = G(L)Gt

Estabilidad Invertibilidad

Si las raices del polinomio ®(z) estan todas || Si las raices del polinomio O(z) estan todas fuera
fuera del circulo unitario, el proceso es estable. || del circulo unitario, el proceso es invertible.

gy = ®(L)"'O(L)e; e = O(L) ' O(L)i

Sobreparametrizacién de un proceso ARMA

o Supongamos que tenemos un proceso ARMA(p, q) ®(L)y: = ©(L)e;, en el cual los polinomios
O(L) tiene una raiz en comin. En este caso podemos

(1-rL)®* L)y = (1 — rL)0*(L)e;
2" (L)y: = 0" (L)es

o Es decir, podemos representar el mismo proceso con un modelo ARMA(p-1, g-1).
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e Decimos que:

— el modelo ARMA(p,q) estd sobreparametrizado.

— el modelo ARMA((p-1, ¢-1) es una representacién mas parsimoniosa del proceso generador
de datos.

Ejemplo 3-9: Sobreparametrizacion

Consideremos estos dos procesos ARMA

Autocorrelacién Autocorrelacion parcial

ye = 1.3ys—1 — 04y,_o + € +0.1e,1 — 0.36,_2

ARMA(2,2) IIII

ye = 0.8y; 1 + € + 0.6, 1

ARMA(1,1) IIII

iSus funciones ACF y PACF son idénticas!

i

i

o Las raices de los polinomios de rezagos del proceso ARMA(2,2)
Raices AR Raices MA

Yo Vim

e Vemos que ambas tienen a z = 0.5 como una raiz.

e Al “eliminarla” de ambos polinomios, terminamos con el mismo proceso pero con menos
parametros.

o Esta representacion ARMA(1, 1) es una versién mas parsimoniosa del mismo proceso.
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3.5 Estimacion de modelos ARMA

Introduccién (muy breve) al estimador de maxima verosimilitud

o Sea f(y|0) la funcién de densidad conjunta de la variable Y = [Y7,...,Y,]. Entonces, para una
muestra observada y de esta distribucién, la funciéon del vector de pardametros 6 definida por

L(Oly) = f(yl0)
se conoce como la funcion de verosimilitud.

e El estimador de mdzrima verosimilitud es el valor del vector de pardmetros 6 que maximiza la
funcién de verosimilitud R
Omr, = argmax L(0]y)
0

o Es decir, Oy, es el pardmetro que hace méas plausible haber obtenido la muestra y sila
verdadera distribucién era f(y|6).

0: Estimador maximo verosimil de una distribucién exponencial

o Supongamos que tenemos una muestra {1, ...,y } de valores tomados de realizaciones

independientes de una distribucién exponencial con parametro A
« La funcién de densidad de una observacién es f(x|\) = Ae™>*

e La funcién de verosimilitud es la probabilidad conjunta de observar esta muestra:

N
L(\|x1,...,zN) = H e A%
i=1

o bien, tomando su logaritmo
N
LA|z1,...,zn) = Z [ln A — Az;]

=1

N
= Nln/\—/\in
o=l

o Para encontrar el maximo:

L) N &
T —a =0

e Por lo tanto, el estimador de maxima verosimilitud es:
N

AML = =y
i=1Li

ST

donde Z es el promedio simple de los datos.
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e Pensemos en un proceso ARMA estacionario como una distribucién conjunta de Yy, ..., Yp,
donde
E(Y:) = p Cov(Y:, Yi—j) =

e Entonces

v, "

E = =
REE
Y, [ 1 p1 pPT-1
p1 1 PT—2
Var | | =7 . . =
v : . :
L |PT-1 PT-2 --- 1

Supongamos que tenemos una serie de tiempo débilmente estacionaria, con datos generados

por el proceso ARMA descrito anteriormente.
y= [y13y27 sy yT]/

Si asumimos que el ruido blanco €; tiene una distribucién normal, entonces el proceso ARMA
tiene una distribuciéon normal multivariada

Su funcién de log-verosimilitud es

L(O)=—-FTm@r)+im Q7 -3y —w)/'Q (y—p

donde
0=1c,p1,...,¢p,01,...,04]

En general, los modelos ARMA se estiman por el método de méxima verosimilitud.

Para ello, se igualan a cero las derivadas de la funcién £(#) con respecto a cada uno de los
parametros presentes en 6.

El resultado es un sistema de ecuaciones no lineales que carece de solucién cerrada.
Por ello, es necesario recurrir a métodos numéricos para resolver estos sistemas de ecuaciones.

Por razones de tiempo, no cubrimos estos métodos en este curso. Para méas detalles, consulte
Greene (2012, capitulo 5) y Miranda y Fackler (2002, capitulos 3 y 4)

Estimacion de modelos autorregresivos

 Para el modelo AR(p)
Yo =C+ Q1Ys—1 + -+ PplYi—p + €

es posible estimar los parametros c, ¢1, ...

Var(e;) = o

, p por minimos cuadrados ordinarios.
El resultado es equivalente a un estimador de mdzima verosimilitud condicional.
Se llama asi porque los primeros p valores de la serie se toman como dados.

Si la muestra es grande, el resultado es equivalente al estimador de mdxima verosimilitud
exacto.

2

El parametro o~ se estima como el promedio de los cuadrados de los residuos de la regresiéon

anterior.
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Ejemplo 3-11: Estimando un modelo AR(3) para la inflacién mensual

E bccr.ServicioWeb

B 1s1-4R3.ipynb
Veamos la serie histérica y los autocorrelogramas de la inflacion mensual subyacente de Costa

Rica
Inflacion subyacente, mensual
2.0
15
1.0
0.5
0.0
2007 2009 2011 2013 2015 2017 2019
Autocorrelacion Autocorrelacién parcial
1.0
) ‘ l I I | ‘ I
~ Il ”l”l]”l”lllll [ T —
. L Y [] 1 1 [} & LI
0 6 12 18 24 0 6 12 18 24

Consideremos este proceso AR(3) para modelar la inflacién mensual subyacente

Yo = C+ O1Yi—1 + PoYi—2 + P3yi—3 + €

la cual estimamos con datos mensuales (2006m08 a 2020m03, indicador 25725).

coef  std err z P> |z| [0.025 0.975]

const 0.3535 0.104 3.384  0.001 0.149 0.558
ar.L1l.isi 0.2534 0.073 3.469  0.001 0.110 0.396
ar.L2.isi  0.1996 0.074 2.679  0.007 0.054 0.346
ar.L3.isi  0.3690 0.073 5.069  0.000 0.226 0.512

e El modelo ajustado es
Yr = 0.2534y,—1 + 0.19967y;_2 4 0.3690y;_3 + €
th =Yt — 0.3535
e ~ N(0,0.2522%)
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Raices inversas del pgoolinomio autorregresivo
135° 45°
°
1.0
Las raices inversas del polinomio e 08 \"
. 1-0253L-0.200L* ~0.369L® estdn dentro 02
del circulo unitario, por lo que el proceso es 0 N °
estacionario.
°
225° 315°
270°
Los residuos de la regresion parecen ruido blanco, excep-
to por la presencia de un efecto estacional (rezago 12).
Residuos del modelo AR(3)
1.0
05
0.0
-0.5
2007 2009 2011 2013 2015 2017 2019
Autocorrelacion Autocorrelacion parcial
1.00
075
050
0.25 l l
0.00 a T ?1le o o I + 1 a fle 1T o1 I ®
T T A T S T T LI |
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arima isi, arima(3,0,0)

[teraciones del

(setting optimization to BHHH) *

Iteration 0: log likelihood = -7.3405352 método numérico
Iteration 1: log likelihood = -7.3208124

Iteration 2: log likelihood = -7.3199769

Iteration 3 log likelihood = -7.3197271

Iteration 4: log likelihcod = -7.3196206

(switching optimization to BFGS)

Iteration 5: log likelihood = -7.3195774

Iteration &: log likelihood = -7.3195452

Iteration 7: log likelihood = -7.3195446

ARIMA regression

Sample: 2006m8 - 2020m3 Number of obs = 164
Wald chi2(3) = 202.08
Log likelihood = -7.319545 Prob > chi2 = 0.0000
QPG
isi Coef. std. Err. z P>|z| [95% Conf. Intervall]
isi
_cons .3534968 .1181878 2.99 0.003 .121853 .5851406
ARMA
ar
Ll. .2533589 .0724494 3.50 0.000 .1113607 .3953571
LZ2. .1995733 .0514003 3.88 0.000 .0988305 .3003161
L3. .3689968 .0712183 5.18 0.000 .2294095 .5085841
/sigma .2521808 .0103002 24 .48 0.000 .2319929 .2723688

Seleccion de modelos

o En la estimacién de méxima verosimilitud de un modelo ARMA (p,q) hay un supuesto implicito:
que sabemos el orden del proceso, es decir, que sabemos el nimero “correcto” de rezagos p, q

e En la practica, esto rara vez sucede.
e Tenemos una disyuntiva: Entre mas rezagos incluyamos

— “mejor” sera el ajuste del modelo a los datos.

— “peor” se vuelve la precision de los pardmetros que se estiman.

e La metodologia de Box-Jenkins sugiere buscar modelos parsimoniosos.

o La parsimonia (usar tan pocos pardmetros como sea necesario) tiene sus beneficios a la hora
de hacer pronésticos.

e Muchos modelos estructurales complejos tienen un ajuste muy alto a la muestra en que se
estiman, pero hacen pronodsticos muy pobres fuera de la muestra.

e Sorprendentemente, modelos ARMA univariados sencillos pueden hacer mejores prondsticos.

e La idea es que entre mas parametros haya que estimar, més posibilidad hay de hacerlo mal.

La filosofia de modelacién de Box-Jenkins
El enfoque para pronosticar de Box-Jenkins consiste de cuatro etapas:

1. Transformar los datos (de ser necesario) para que el supuesto de estacionariedad sea razonable.
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2. Adivinar valores pequetios de p y ¢ para un modelo ARMA (p,q) que pueda describir la serie
transformada.
3. Estimar los pardametros de ¢(L) y 6(L).

4. Realizar analisis de diagnéstico para confirmar que el modelo es consistente con los datos
observados.

Distinguiendo los procesos AR(p) de los MA(q)

Autocorrelacién Autocorrelacion parcial
se parte en ¢q no se parte
0.8
0.8
0.6
MA(q) o 0s
04 0.z
-0.
6 2 10 o 2 4 6 8 10
no se parte se parte en p

AR(p)

Criterios de seleccién

o El autocorrelograma y el autocorrelograma parcial ayudan a reconocer series ARMA(p,0) y
ARMA(0, q), pero no series ARMA(p,q) con pg # 0.

e Para esto, recurrimos a criterios de seleccion.

o Estos criterios tratan de resolver la disyuntiva de que a mayores valores de p, ¢, “mejor” sera
el ajuste pero “peor” la precisiéon de la estimacién.

o Los criterios més usuales son el de Akaike (Akaike) y el de Bayes (BIC).

e Sean L el maximo de la funcién log-verosimilitud, 7" el nimero de observaciones, y K = p+q+2
el nimero de parametros estimado.

« Entonces

Criterio de informacién de Akaike Criterio de informacién de Bayes

AIC= -2 + 2K BIC= -2£ + In(T)K

“desajuste penalizacién “desajuste penalizacién

e Se escoge la combinacién p, ¢ que minimiza el criterio de informacion.

e FEn la practica, en ocasiones AIC y BIC escogen modelos distintos.
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Ejemplo 3-12: Seleccionando p, q para un modelo ARMA de inflacién

E bccr.ServicioWeb

E ISI-AR3.ipynb
En Stata, para el modelo AR(3) que estimamos en el ejemplo anterior:

. estat ic

Akaike's information criterion and Bayesian information criterion

Model Obs 11 (null) 11 (model) df AIC BIC

T= 164 L= -7.319545 K= 5 24.63909  40.13842

Calculamos los criterios de informacién:

AIC = -2L 4+ 2K
= —2x —7.3195+ 2 x 5 = 24.63909

BIC = —2£ + In(T)K
= —2 x —7.3195 + In(164) x 5 = 40.13842

e Si calculamos los dos criterios para una combinacién de valores p, g obtenemos

AIC BIC

q=0 g=1 q=2 q=0 gq=1 q=2

p=0 128.02 89.62 83.77 p=0 134.22 9892 96.17
p=1 64.31 30.74 31.92 p=1 73.61 43.14 4742
p=2 46.27  32.21 34.44 p=2 58.67 47.71 53.04
p=3 p=3
p=4 p=4

24.64 26.51 28.32 40.14 45.11 50.02
26.50 28.43 25.10 45.10  50.13  49.90

« Esto nos indica que la serie de tiempo debe modelarse como un proceso AR(3).

3.6 Pronodsticos con modelos ARMA

Prondésticos con modelos ARMA

e Seay;, jj¢ un prondstico de y;4; pasado en datos observados hasta .

e Definimos el “mejor” prondstico de este tipo como aquel que minimiza el error cuadrdtico
medio

2
MSE (Z/f+j|t> =E (?Jt+j - yt*ﬂ‘\t)

e Aunque no lo probamos aqui, resulta que el pronéstico con el menor error cuadratico medio es
la esperanza de y;; condicional en los datos hasta ¢:

y:+j|t =E (yt+j|yta Yi1,...) = Ey (yt+j)
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Pronosticando valores puntuales de la serie

e Es muy sencillo obtener de manera recursiva estos pronésticos para los modelos ARMA, si-
guiendo estos 3 pasos:

1. Se escribe la ecuacion ARMA de manera que y; quede a la izquierda y todos los otros
términos a la derecha.

2. Se sustituye el indice t por T + h.
3. En el lado derecho de la ecuacion, se sustituyen:

— observaciones futuras con sus pronosticos,
— errores futuros con cero,

— errores pasados con sus respectivos residuos.

e Empezando con h = 1, se repiten los pasos 2 y 3 para valores h = 2,3, ... hasta que todos los
prondsticos hayan sido calculados.

Para ilustrar el procedimiento, consideremos este proceso ARMA(1,2)
(1—¢L)j = (1461 L+6,L%)e

e Paso 1: gy = ¢ys—1 + € + 01641 + 02642

e Para h=1: Ur+1 = QYT + €ry1 + Orer + Oaer
Yrsajr = OYr + brér + O2ér

e Parah=2: 42 = Ur+1 + €2 + Oreryq + Oger

Yryor = OYrqar + O2r

e Para h=3: IT+3 = QYr42 + €r43 + Oreryo + o

* %
Y1risr = ¢yT+2|T

e Es facil comprobar que, siguiendo este procedimiento, una vez que h > p, h > ¢ la ecuacion de
pronéstico sera

gik“-;-h, = ¢1?ﬁ“+h—1 +oeee ‘bp@}-;-h—p

e Esto es una ecuacion en diferencia de orden p, de la cual sabemos que sus raices estan dentro
del circulo unitario.

¢ Por ello

lim g5, =0 es decir lim v, =
pm Yrin et Yrin = H

o Esto nos dice que, para valores grandes de h, el prondstico es simplemente la media del proceso.
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Cuantificando la incertidumbre de los prondésticos puntuales

o Para saber qué tan precisos esperamos que sean estos pronodsticos, necesitamos cuantificar su
error cuadratico medio

2
MSE (yfﬂ'lt) =E (l/t+j - y?mt)
=E Y4 — Bt (ye1))
= Vary (yt+j)

» Es decir, necesitamos cuantificar la varianza de y;1; condicional en los datos disponibles en ¢.

e Por razones de tiempo, no vamos a desarrollar estas férmulas durante este curso.

Ejemplo 3-13: Pronosticando la inflaciéon

E bccr.ServicioWeb

E ISI-AR3.ipynb

2007 2009 2011 2013 2015 2017 2019 2021 2023

{Qué podria salir mal?

e En todas las férmulas que hemos elaborado para los pronosticos hasta ahora, estd implicito
que conocemos los verdaderos valores de los parametros.

e En la practica, esos parametros son estimados a partir de los datos.
o Tomemos por ejemplo un proceso AR(1):

Yer1 = QY + €11 (valor verdadero)

Yiprje = oYt (pronéstico)

Y1 — Yes1p = (¢ - ¢) Y+ Ety1
—_——— . ~~~

error de prondstico “sesg0” mnovacion
Sg
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Capitulo 4

Modelos de volatilidad

En este capitulo

4.1 Introduccidn . . . . . . . . .. 69
4.2 Elmodelo ARCH . . . . . . . . . . . . e 71
4.3 Elmodelo GARCH . . . . . . . . . . . . . . 82
4.4 Variantes del modelo GARCH . . . . . . . . . .. .. ... . .. .. ..... 86

4.1 Introduccion

La volatilidad de muchas series no es constante

e En modelos econométricos convencionales, se asume que la varianza del término de error es
constante.

e Muchas series de tiempo econémicas exhiben periodos de volatilidad inusualmente alta, segui-
dos por periodos de relativa tranquilidad.

e En tales circunstancias, el supuesto de homoscedasticidad es inapropiado.

e En ocasiones, uno puede estar interesado en pronosticar la varianza condicional de una serie.
e Consideremos el mercado accionario. Algunas veces el mercado es muy volétil, otras veces no.
e La volatilidad del retorno de las acciones determina el riesgo de las inversiones.

e En finanzas se tiene por cierto que el riesgo y el retorno estan correlacionados positivamente

e Para hacer buenas inversiones, es crucial entender el riesgo apropiadamente.

69
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Cambio porcentual diario en el SP500, 2007-2010 Histograma
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Figura 4.1: Volatilidad en el mercado accionario

Cambio porcentual diario en el SP500,1970-2020 Histograma
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Figura 4.2: Volatilidad en el mercado petrolero
Cambio porcentual diario en el precio del petréleo, 1990-2020 Histograma
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Pronosticando la varianza

e Un enfoque para pronosticar la varianza es introducir explicitamente una variable indepen-
diente que ayude a predecir la volatilidad.

. P@nﬁ]ﬂmplo ruido blanco con Yt+1 = Tt €41

h 7 . 2
interés varianza o

o Sixzy= xt_ltmr.iablqmémonstamte, entonces {y;} es ruido blanco.

observable en t

e De lo contrario, la varianza de y;11 condicional en el valor observado z; es

Var (yi1 | @) = ajo

e Si x; tiene correlacion serial positiva, entonces la varianza condicional de y;y; también la
tendra.
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4.2 El modelo ARCH

El modelo ARCH

o El modelo ARCH fue desarrollado por Engel (1982)
o Este trabajo le hizo co-ganador del Premio Nobel de Economia de 2003.

o En términos generales, todos los modelos ARCH (y GARCH, que estudiamos mds adelante)
consisten en dos ecuaciones

1. una ecuacién de la media, que describe la evolucién de la variable de interés y;,

2. una ecuacién de la varianza, que describe la evolucién de la varianza de y;.

o En adelante, vamos a denotar por 2; todos los datos realizados hasta la fecha ¢.

El modelo ARCH(1)

El modelo ARCH(1) estd definido por estas dos ecuaciones:

Yt =c+ € (media)

€ = ugy /o + ar€r_ (varianza)

donde uy ~ N(0,1), ap > 0,y oy > 0.

e A continuacion estudiamos los momentos condicionales y no condicionales del término de error
€.

e Luego vemos los momentos de la variable g;.
Momentos del término de error

e La media incondicional del término de error es cero:

Ee, =E [um/ao + alefl]
=E[u] E [\/ao + oqef_l} =0

e De manera similar, la media condicional en informacién previa también es cero:

E [Et|Qt_1] =E |:Ut\/040 + 0416571 Qt_1:|
=E[ut [Q-1]y/ao + 1621, =0
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e FElevando al cuadrado la ecuaciéon de la varianza es facil calcular la varianza no condicional del
erTor €:
ef = uf (ao + aleffl)
EeZ =K [ut2 (ao + aleffl)}
=E (uf) E (ao + aleffl)
=E (uf) (ao + o E 6?71)

Qg

Var (e;) =

1-— a7
e De manera similar, la varianza condicional en la informacion disponible a t — 1 es:

i [€§|Qt—1] =E [Uf (ao + CY1€t2—1) |Qt—1}
= (a0 + o1€;_1) E [uf[Q1]

e Por lo tanto:
Var [e:|Q 1] = g + a1€?,

e Vemos que la varianza condicional tiene forma autorregresiva, de ahi el nombre del modelo
ARCH (AutoRegressive Conditional Heteroskedasticity).

e Para futura referencia, resumimos en esta tabla los momentos que hemos calculado para la
perturbacion ¢

Incondicional Condicional
Media Ee =0 E[e]Q%-1] =0
Varianza Vare, = 13‘31 Var [e;|Q_1] = ap + ar€2_,

Momentos del proceso y
e La media incondicional de y; es:

E(y) =E(c+e)
=c+E(e)

=c
e mientras que su varianza incondicional es

Var (y:) = Var (¢ + €)

= Var (&)
g

- 1— a1
e La media condicional de y; es:

E (y¢]Q%-1) = E (c+ € [Q-1)
=c+ E (Et |Qt,1)

=cC
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e mientras que su varianza condicional es
Var (y|Q—1) = Var (¢ + € |Q—1)
= Var(e; |Q—1)
= Var (Et |€t71)

2
=00+ Q1€;_4

Ejemplo 4-1: Simulando un modelo ARCH(1)

E arch-simulaciones.do

o En este y algunos de los préximos ejemplos vamos a simular procesos ARCH y GARCH.

e En todos ellos, se ejecuta este cdédigo al inicio

* Fijar pardmetros de las simulaciones
set obs 1000
set seed 12345

gen time = _n
tsset time
gen u = rnormal(0,1)

Este codigo genera una realizacion del modelo

zy = 10 + € € = upy /0.4 + 0.56%_1

local ¢ = 10
local alphaO = 0.4
local alphal = 0.5

gen ex = 0

replace ex = u*(‘alpha0’ + ‘alphal’*(L.ex"2))7(1/2) in 2/L

gen x = ‘c’ 4+ ex
tsline x

X
8 10 12 14 16

200 400 600 800 1000
time

o

Para estimar el modelo

arch x, arch(1) I

ARCH family regression

Sample: 1 — 1000 Number of obs
Distribution: Gaussian Wald chi2(.)

1,000
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Log likelihood = —1229.004 Prob > chi2 =
OoPG
x Coef. Std. Err. z P>|z |

9.993379 .0235107 425.06 0.000

.4658485 .0570226 8.17 0.000

4361722 .0295631 14.75 0.000

El modelo AR(1)-ARCH(1)

AR(1)-ARCH(1)

El modelo AR(1)-ARCH(1) esta definido por estas dos ecuaciones:

Ye=c+oyi—1+ e (media)

€ = upy/ o + ar€2_, (varianza)

donde uy ~ N(0,1), |¢| <1, ag >0,y oy > 0.

e La ecuacion de volatilidad es la misma de antes, por lo que los momentos de €; son los mismos
del modelo ARCH(1).

o A diferencia del modelo ARCH(1), en esta especificacién la media tiene una dindmica propia.
e Busquemos los momentos de la variable y;.

e La media incondicional de y; es:

E(y:) =E(c+ ¢yi—1 + €)
c+ 0B +E ()

—
= Lyt =0

c+ dE (y;)
¢

1-¢

e mientras que la media condicional en ;_1 es

E(y: Q1) =E(c+oyr—1+ € [Q1)
=c+ K (yr—1 [Qi-1) + E (e [Q4-1)
=y =0

=c+ QY1

o Por simplicidad, asumamos que E (y;) =0
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o Entonces su varianza incondicional es

Var (y:) = E (yf)
=E (¢2yt2—1 + 20yi—16¢ + 6?)
=¢’E (y;_1) +20E (ye—1e0) +  E (&)

—— N——
= Var(y:) =ao/(1 —a1)

o
(1 — ¢*) Var (y;) = 2¢E (yt_lu“/ozo + a16t2_1> + T —Oa1

=0

por lo que

1 (7))

Var (y) = 1-o2 & T ar o

e Por otra parte, su varianza condicional es

Var (y; [—1) = Var (¢ + ¢yi—1 + € [Qi-1)
= Var (€t ‘Qt—l)

2
= Qo+ Q1€6_q

E arch-simulaciones.do
Este codigo genera una realizacién del modelo

Ejemplo 4-2: Simulando un modelo AR(1)-ARCH(1)

Y =14+ 09y:—1 + & € = upy /0.4 + 0.56%_1
local ¢ =1

local phil = 0.
local alpha0 =
local alphal =
gen ey = 0

replace ey = u*(‘alpha0’ + ‘alphal’*(L.ey”2))7(1/2) in 2/L

gen y = 11
replace y = ‘¢’ + ‘phil’*L.y + ey in 2/L
tsline y

y
0 5 10 15 20

200 400 600 800
time

o

Para estimar el modelo

1000
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arch y L.y, arch(1) I

ARCH family regression

.4350871 .0296678 14.67 0.000

Sample: 2 — 1000 Number of obs = 999
Distribution: Gaussian Wald chi2(1) = 6915.39
Log likelihood = —1227.867 Prob > chi2 = 0.0000
| OPG
vy | Coef. Std. Err. z P>|z|
!
T
y |
y o
L1. | .9127598 .0109761 83.16 0.000
|
_cons | .8621232 .1121024 7.69 0.000
}
ARCH |
arch |
L1. | .4683382 .0572297 8.18 0.000
|
|

El modelo ARCH(2)

El modelo ARCH(2) esta definido por estas dos ecuaciones:

Yyt =c+ € (media)

€& = uy \/Olo + o162 | + age? (varianza)

donde uy ~ N(0,1), a; >0, a3 + a2 < 1.

e A continuacién estudiamos los momentos condicionales y no condicionales del término de error
€t.

e Luego vemos los momentos de la variable y;.

Momentos del término de error

e La media incondicional del término de error es cero:

Ee¢, =E [ut\/ao +a€el | + agef_z]

=FE[w]E [\/ao +arel_ + Cl(2€%_2j| =0
=0

e De manera similar, la media condicional también es cero:

E [€t|Qt—1] =FE |:’U,t \/Oéo -+ 0416571 + 0426572

o]

= E [uy |Qt—1}\/0éo +ai€l |+t 5 =0
N———

=0
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¢ Elevando al cuadrado la ecuacién de la varianza es facil calcular la varianza no condicional del

eITor €:
€ = uf (ao + ou€f_y + aser_y)

Ec} =E [uf (a0 + onef_y + aaco)]
=E (u}) E (ao + c16f_1 + asej_s)
=E (uf) (a0 + a1E e} + aE e} )

N—— = e
-1 :5‘(7, :‘:‘/J
Var (¢;) = 0

1-— a1 — Q2
e De manera similar, la varianza condicional en la informacién disponible a t — 1 es:

E [et2|Qt_1] =FE [uf (ao + alef_l + age?_z) |Qt_1]

= (o + 1€;_; + aze;_y) E [u7 Q1]
\_:T_/

» Por lo tanto:
Var[e;|Q:_1] = ag + are?_ | + ager,

o Como y; = ¢+ €, vemos que las varianzas (condicional e incondicional) de y; son iguales a las
de €t.

« Entonces:

Vary; = Vare;
7))
1-— a1 — Qg

Var (y; [Q¢—1) = Var (e [Q—1)

2 2
=ap+ Q161 + q€;_o

Ejemplo 4-3: Simulando un modelo ARCH(2)

E arch-simulaciones.do
Este codigo genera una realizacion del modelo

2 =10+¢ e = 1y 0.2+ 0.3, +0.4¢,
local ¢ = 10
local alphaO = 0.2
local alphal = 0.3
local alpha2 = 0.4

gen ez = 0

replace ez = u*(‘alpha0’ 4+ ‘alphal’*(L.ez"2) + ‘alpha2’*(L.ez"2))"(1/2) in 3/L
1% 1% P p

gen z = ‘c’ + ez
tsline z




78 CAPITULO 4. MODELOS DE VOLATILIDAD

6 8 10121416

200 400 600 800 1000
time

o

Para estimar el modelo

arch z, arch(1/2) I

ARCH family regression

Sample: 1 — 1000 Number of obs = 1,000
Distribution: Gaussian Wald chi2(.) = .
Log likelihood = —992.1954 Prob > chi2 =
OPG
z Coef. Std. Err. z P>|z|

__cons 9.993861 .0170434 586.38 0.000

arch
L1. .658891 .0656346 10.04 0.000
L2. .0187866 .0271173 0.69 0.488

.2137528 .0171361 12.47 0.000

El modelo ARCH(q)

El modelo ARCH(q) estéd definido por estas dos ecuaciones:

Y =C+ € (media)

€ = Uy \/ao +aief_ 4+ +ogel (varianza)

o Para que la varianza sea estacionaria, se requiere que
- —l<a;<1
- 211:1 a; <1
o En el caso del proceso ARCH(q), la varianza condicional es
Var (y; |Q—1) = ap + 0416?_1 4o aqef_q

e mientas que la varianza incondicional es
Qg

Var (y:) = R —
a
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Determinando si los datos presentan ARCH

e ;Cémo sabemos si los datos exhiben ARCH?

e Los cuadrados de los residuos son una estimacién de la varianza, asi que una forma de diag-
nosticar ARCH es estudiar la autocorrelacién de los cuadrados de los residuos.

e Estudiaremos dos pruebas:

1. La prueba de Ljung-Box
2. La prueba de Engle basada en el multiplicador de Lagrange

e Ambas pruebas empiezan con los mismos dos pasos

1. Se estima la ecuacién de la media: se hace una regresion de y; sobre sus rezagos o variables
exbgenas Ty

2. Se investiga las propiedades de los residuos y de los cuadrados de los residuos

La prueba Q de Ljung-Box

o Recordemos que esta prueba sirve para determinar si una variable es ruido blanco.

e Se basa en la suma de los cuadrados de los primeros m coeficientes de autocorrelacion, la cual
debe ser “pequena” si py =ps=--=pyn =0

e En este caso, calculamos el estadistico

m a2
p' asy
Q:T(T+2)ijj < Xk

j=1
a partir de las autocorrelaciones de los cuadrados de los residuos.

o En la férmula, T es el nimero de observaciones (de la regresién, no de la serie original) y k el
nimero de pardmetros estimados en esa regresién (sin contar el intercepto).

La prueba de Engel
o Se estima una ecuaciéon AR(m) para los residuos al cuadrado:

-2 -2 -2 -2
€ =ag+a1€6,_1 + a6, _o + -+ am€;_,, TVt

Test de Engel (1982)

Q% ;Hay efectos ARCH en la serie de tiempo ;7
H, ay =ay=---=a, =0 (no hay ARCH)
_qup2 asy 2
Test A=TR =~ X
A Si A > x2 (1 — a), rechazar Hy con 100a% de significancia: la serie si
o tiene efectos ARCH.
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Encontrando el 6ptimo namero de rezagos

e Tanto en la prueba de Ljung-Box como en la de Engle asumimos que conociamos el orden m
del proceso ARCH(m)

e En la practica, eso no es asi.
e Para determinar el valor de m, recurrimos de nuevo a los criterios de informacién:

— criterio de informacién de Akaike

— criterio de informacion bayesiano

e Escogemos el valor m que minimice estos criterios.

e ;Y sino se pone de acuerdo? en tal caso el bayesiano escogera un valor menor que el de Akaike:
— usamos el bayesiano si preferimos una especificacién mas parsimoniosa,

— usamos Akaike si nos preocupa incurrir en sesgo de variable omitida.

Estimando modelos ARCH

e FEn general, la ecuacién de varianza de los modelos ARCH se pueden escribir como €; = ug/hy,
en los cuales siempre se asume que

Eut =0 Var U = 1 COV(ut,ut—j) =0

e Hay varios métodos para estimar estos modelos:

— el método de maxima verosimilitud,
— el método de cuasi-maxima verosimilitud,
— el método generalizado de momentos.

o Ademds, las estimaciones de maxima verosimilitud pueden asumir distintas distribuciones del
ruido blanco u;.

Ejemplo 4-4: Un modelo ARCH del tipo de cambio del colén/ddlar

E tipo-cambio.csv

E arch-tipo-cambio.do
1

Bandas cambiariasi Flotacion
1 administrada

Minidevaluaciones

" Minidevaluaciones
1

- —

1985 1990 1995 2000 2005 2010 2015 2020
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0o 1 2
1 1 1

-1
1

Tipo de cambio

03feb2015 03ian2017 04dec2018 1500

-2

Calculamos los cuadrados de los residuos de la ecuacién de la media:

1 |quietly regress tc
2 |predict e, resid
3 [gen e2 = e”2
4
5 |ac e2 /* autocorrelogramax*/

AN

[N =)

w <

=)

S

S&

AT

[T

£S . T " T‘I"I' Tettoetttotrett00et Toet
2]

2‘? T T T T T

0 10 20 30 40
Lag

Bartlett's formula for MA(q) 95% confidence bands

Sin importar cuantos rezagos usamos, la prueba del multiplicador de lagrange nos dice que
si hay efectos ARCH.

estat archlm, lags(1/12) I
IM test for autoregressive conditional heteroskedasticity (ARCH)
lags(p) | chi2 df Prob > chi2
}

1 |  209.419 1 0.0000

2 212.541 2 0.0000

3 231.625 3 0.0000

4 283.783 4 0.0000

5 284.577 5 0.0000

6 284.471 6 0.0000

7 291.968 7 0.0000

8 293.769 8 0.0000

9 298.060 9 0.0000

10 301.888 10 0.0000

11 310.374 11 0.0000

12 | 322.986 12 0.0000
HO: no ARCH effects vs. HI1: ARCH(p) disturbance

Los criterios de Akaike y el bayesiano coiciden en especificar un modelo ARCH(10).
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forvalues lags=1/11{
quietly arch tc, arch(1l/ lags')
quietly estat ic

matrix temp = r(S)

display "lags=" ~lags' " AIC=" temp[1,5] " BIC=" templ[1,6]
}
lags = 1 AIC = —990.60684  BIC = —974.95011
lags = 2 AIC = —1218.8708  BIC = —1197.9952
lags = 3 AIC = —1276.3479  BIC = —1250.2534
lags = 4 AIC = —1315.5608 BIC = —1284.2473
lags = 5 AIC = —1361.0546 BIC = —1324.5222
lags = 6 AIC = —1378.8952 BIC = —1337.144
lags =7 AIC = —1378.8461 BIC = —1331.8759
lags = 8 AIC = —1381.6959 BIC = —1329.5068
lags = 9 AIC = —1401.3779 BIC = —1343.9699
lags = 10 AIC = —1420.0086 BIC = —1357.3817
lags = 11 AIC = —1418.071 BIC = —1350.2252

Estimamos el modelo ARCH con el nimero 6ptimo de rezagos y pronosticamos la varianza
del siguiente mes:

arch tc, arch(1/10)
tsappend, add(20) /% ampliamos la muestrax/

predict varhat, variance /* prondstico */
tsline e2 varhat in -40/1

LQ -
ﬁ: -
OO_ -
(\! -
o —
T T T
24mar2020 07apr2020 21apr2020  05may2020  19may2020
fecha
e2 Conditional variance, one-step

4.3 El modelo GARCH

De ARCH a GARCH

1. Los modelos ARCH pueden capturar muchas de las caracteristicas de datos financieros, pero
para lograrlo pueden necesitar muchos rezagos en la ecuaciéon de varianza.

2. En 1986 Bollerslev encontré una soluciéon a este problema via una generalizacién del modelo
ARCH.

3. Un modelo GARCH(p,q) puede reflejar un ARCH(o0) usando pocos pardmetros.
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o Antes de generalizar el modelo ARCH(q), reescribamos la ecuacién de la varianza asi

€ = ut\/ao +aref |+ age = oy

2 2 2
Oy = 0o+ 0161+ + Qg€

¢ Vemos que la varianza condicional o7 de un modelo ARCH(q) es similar a un proceso MA(q).

o El modelo GARCH(p,q) se obtiene agregando p rezagos de la varianza condicional al proceso

ARCH(q):

2 2 2 2 2
of =gt a1+ oge g+ frop g+ Bpo,

El modelo GARCH(1,1)

El modelo GARCH(1,1) estd definido por estas tres ecuaciones:

Yt = C+ €
€t = U0

2 2 2
op = ao+ai€_; + foi,

e Notemos lo parecida que es esta formulaciéon de la varianza condicional a un proceso AR-
MA(1,1).

¢ Podemos escribirla asi la varianza condicional

UtZ =aqp+ 0416,52_1 + ﬂaf—l
of — Boiy = o + a1,
(1-BL)0% = ag+ a1é2_,
0?2 =(1-BL)"" (ap + arél))
1010[3 +(1+BL+A L2 4. ) arei
-2 i€+ a1Be;_y + o fle 5+ ...

1-p

siempre y cuando |8] < 1.
o Vemos que el proceso GARCH(1,1) es equivalente a un proceso ARCH(o0).

e Esto permite al GARCH capturar procesos muy complejos sin necesidad de estimar muchisimos
pardmetros.

Ejemplo 4-5: Simulando un modelo GARCH(1,1)

E arch-simulaciones.do
Este cédigo genera una realizacién del modelo

wy =10 + & €t = UtO¢ 02 =0.2+0.4¢?_; +0.607_,

local ¢ =10
local alpha0 = 0.2
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local alphal = 0.4
local betal = 0.6
gen ew = 0

gen sigma2 = 1

forvalues i=2/‘= N’{
replace sigma2 = ‘alpha0’ + ‘alphal’*(L.ew 2) + ‘betal’*(L.sigma2) in ‘i’
replace ew = u*sqrt (sigma2) in ‘i’

gen w = ‘c’ + ew
tsline w

w
-20 0 20 40

0 200 400 600 800 1000
time

Para estimar el modelo

arch w, arch(1) garch(1l) I

ARCH family regression

Sample: 1 — 1000 Number of obs = 1,000
Distribution: Gaussian Wald chi2(.) = .
Log likelihood = —2106.886 Prob > chi2 =
| OPG
w | Coef. Std. Err. z P>|z|
|
T
w |
_cons | 9.971864 .0446534 223.32 0.000
Il
T
ARCH |
arch |
L1. | .3949275 .0446639 8.84 0.000
|
garch |
L1. | .6291797 .0317643 19.81 0.000
|
|

.1593738 .0421826 3.78 0.000

__cons

El modelo GARCH(p,q)
GARCH(p,q)

El modelo GARCH(p,q) estéd definido por estas tres ecuaciones:

Yt =C+ €
€t = U0y
2

2 2 2 2
ap + 1€+t g g+ Bioi g + o+ Bpoi,

Q
I
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o En la préctica, es inusual requerir mds de dos rezagos ARCH y GARCH (i.e., p<2y ¢ <2).

Ejemplo 4-6: Un modelo GARCH del tipo de cambio del colén/délar

E tipo-cambio.csv

E arch-tipo-cambio.do
Los criterios de Akaike y el bayesiano coiciden en especificar un modelo GARCH(2,3).

forvalues p=0/2{
forvalues q=1/4{

if “p'==09{
quietly arch tc, arch(1i/°q')
}
else {
quietly arch tc, arch(1/°q') garch(1/°p')
}
quietly estat ic
matrix temp = r(S)
display "p = " "p' " g =" "g' " AIC = " templ[1,5] " BIC = " templ1,
6]

p=0q=1 AIC = —990.60684 BIC = —974.95011
p=0q=2 AIC = —1218.8708 BIC = —1197.9952
p=0q=3 AIC = —1276.3479 BIC = —1250.2534
p=0q=4 AIC = —1315.5608 BIC = —1284.2473
p=1gq=1 AIC = —1415.7106 BIC = —1394.835

p=1q=2 AIC = —1448.2148 BIC = —1422.1202
p=1gq=3 AIC = —1488.5201 BIC = —1457.2067
p=1q=4 AIC = —1489.3458 BIC = —1452.8134
p=2gq=1 AIC = —1424.5417 BIC = —1398.4472
p=2q=2 AIC = —1493.9636 BIC = —1462.6502
p=2gq=3 AIC = —1500.0086 BIC = —1463.4762
p=2q=4 AIC = —1459.4402 BIC = —1417.6889

Estimamos el modelo GARCH con el niimero 6ptimo de rezagos y pronosticamos la varianza
del siguiente mes:

arch tc, arch(1/3) garch(1/2)

predict varhat2, variance
tsline e2 varhat2 in -40/1
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LO. -
ﬂ: -
c'f). -
C\! -
o —
T T T T T
24mar2020 07apr2020 21apr2020 05may2020 19may2020
fecha
e2 Conditional variance, one-step

Aunque no mostramos mas detalles acd, podemos también estimar modelos AR-GARCH.
Por ejemplo este modelo AR(1)-GARCH(2,2) del tipo de cambio

arch tc L.tc, arch(1/2) garch(1/2) I

Sample: 04feb2015 — 25apr2020 Number of obs = 1,364
Distribution: Gaussian Wald chi2(1) = 96.45
Log likelihood = 791.6779 Prob > chi2 = 0.0000
tc Coef. Std. Err. z P>|z|

.31708 .0322866 9.82 0.000

.0020962 .0028756 0.73 0.466

|
}
T
|
|
}
T
|
| .4853867  .0299791 16.19  0.000
|
|
|
|

—.4833929 .0299363 —16.15 0.000
1.453636 .0334281 43.49 0.000
—.454845 .033364 —13.63 0.000

—1.84e—06 1.41e—06 —1.31 0.192

4.4 Variantes del modelo GARCH

Variantes del modelo GARCH

e A la fecha se ha realizado mucha investigacién para mejorar la capacidad de ajuste de los
modelos GARCH.

e Las mejoras se logran principalmente cambiando las restricciones sobre los parametros del
modelo.

o Fxisten muchisimas variantes del modelo GARCH, entre ellas:

GARCH-t, que asume que el ruido blanco sigue una distribucién ¢-Student en vez de una
normal estandar.

GARCH-M, que incluye la varianza como una variable explicativa de la media.
GJR-GARCH, E-GARCH, T-GARCH, para modelar respuestas asimétricas a los shocks.

I-GARCH, para procesos que tienen una varianza con raiz unitaria.
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El modelo GARCH-M

e En finanzas se tiene por hecho que mayores riesgos solo se asumen si se esperan mayores
retornos.

« Esto sugiere una modificacién del modelo GARCH: incluir la varianza del proceso en la ecuacién
del retorno esperado.

o Asi, por ejemplo, puede especificarse el modelo

yt:6+7xt+)\0’t+et

€t = OtUt

2
Oy

2 2
o+ o€y + Pioy_y

e Este modelo puede generalizarse ain maés, incluyendo ademaés rezagos de la varianza en la
ecuacion de y;.
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Capitulo 5

Modelos de tendencia

En este capitulo

5.1 Imtroduccidn . . . . . . . . . 89
5.2 Modelos de series con tendencia . . . . . . .. ... 90
5.3 Removiendo una tendencia . . . . . . . .. .. ... 95
5.4 Series con raiz unitaria y procesos ARIMA . . . . ... ... ... ..... 97
5.5 Detectando raices unitarias . . . . . . . .. .. ... 101
5.6 Otro método para remover una tendencia . . . . . ... .. ... ... ... 110

5.1 Introduccién

Series con tendencia

o Hasta ahora, para cada uno de los procesos que hemos estudiado su valor esperado es constante.
e Sin embargo, muchas de las series que estudiamos en la practica tienen una tendencia.

o En tales casos, un modelo de proceso estacionario (como ARMA) no es apropiado para describir
la serie.

e Por ejemplo:
Producto interno bruto de Costa Rica

6x10°

4x10°

escala logaritmica

3x10

1994 1999 2004 2009 2014 2019

89
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Componentes (no observados) de una serie

e Para esta leccién, es ttil imaginar que una serie de tiempo consiste de dos componentes dis-
tintos:

y+ = tendencia; + componente estacionario,

e En el tema 3 del curso aprendimos que una serie estacionaria puede modelarse como un proceso

ARMA.
e Ahora en este tema aprenderemos:

— como se modela una tendencia,
— como se determina si una serie tiene tendencia,

— cOmo extraer una tendencia.

5.2 Modelos de series con tendencia

Series integradas
o A las series que tienen tendencia se les conoces como series integradas
e ;Pero por qué integradas?

e Supongamos por un momento que y(t) es una variable cuyo valor depende del momento ¢
(continuo) en que se observa.

e Supongamos también que y cambia a una tasa constante a y que su valor inicial es y(0).
o A qué es igual y(t)?

De los supuestos anteriores:

dy =a dr

integrando ambos lados

/0 dy :/0 adr
y(m)lo = arlg
y(t) = y(0) = at

por lo tanto

y(t) =y(0) +at

e Supongamos ahora que el tiempo se mide en unidades discretas, que el valor inicial es yy y que
la variable crece una cantidad fija a cada periodo.
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o Entonces

Ay, =a AT =a

integrando ambos lados

t t

DIV o

=1 =1
Ayr + Ay + Ays +--+ Ay =at

Yt — Yo = at

por lo tanto

Yt = Yo + at

o Este resultado lo podemos obtener de manera equivalente con el operador de rezagos:

Ay =a
(1+L+L°+- +L" YAy, = (1+L+L*+---+L" ")a
(1+L+L2++Lt_1) (1—L)yt=a+a+"'+a

(l—Lt)yt:at
Yt — Yo = at

e Vemos que si Ay; = a, es decir, la serie cambia una cantidad fija a cada periodo, entonces
Y+ = Yo + at tiene una tendencia deterministica.

e Supongamos en contraposicion que el valor esperado del cambio es constante, en particular

Ay, =a+er
donde €, es ruido blanco.
o Entonces, integrando

t t

>80 =Y (ot e

T=1 =1

t t
a6 :syt_<yo+z@>+at
=1 =1

e Decimos que la serie tiene una tendencia estocdstica.

Tendencias deterministicas versus estocasticas
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Tendencia deterministica Tendencia estocastica

Yt
Yt—1

Yo

Tendencias cuadraticas

o Es sencillo generalizar el procedimiento para obtener tendencias cuadraticas.

¢ Si el cambio en la serie es lineal en vez de constante:

Ay, =a+br
t t t
ZAyT :Z(a—i—bT) :at—i—bZT
T=1 T=1 T=1

ye —yo = at + b

Ye = yo + 250+ 5t

Serie estacionaria alrededor de una tendencia (TS)

o Supongamos que w; = A(L)e; es una serie estacionaria, tal que

2

Ew;=0 Varw, = o

¢ Definimos una serie

estacionaria alrededor de una tendencia

Yt = Yo +at + Wy
S —~—

tendencia estacionario

e Vemos que

Ey; = yo + at Vary, = o

w
e Por otra parte, su autocovarianza es:

Cov (ys, ye—s) = E[(ye — yo — at)(ye—s — yo — a(t — s))]
=E [wtwt—s]

= Cov [wy, wi—s)

o Es decir, la media de y; no es estacionaria (porque depende de t), pero su varianza-covarianza
si es estacionaria (idéntica a la del proceso wy).

e Por ello, el correlograma de un proceso estacionario alrededor de una tendencia es similar al
correlograma de un proceso estacionario.
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Caminata aleatoria

e El proceso de caminata aleatoria es muy utilizado en la teoria econdémica y financiera, en
especial en la formulacién de la hipdotesis de mercado eficiente.

e Definimos la serie

caminata aleatoria

Ay, = ¢ obien Yy =y_1+e€

e Integrando el proceso sabemos que

t
Yt = Yo + Z €r
T=1

e Consideremos yg como dado, y calculemos los momentos condicionales de la caminata aleatoria:

t
Yo + Z GT] = Yo

T=1

t

Yo + Z GT]

Ey.=E

Vary; = Var

=1

=Varle; + e+ - + ¢] = to?

Cov (yt, yt—s) = E[(y+ — y0) (¥t—s — ¥o)]
:E[(Gl+"'+6t75+"'+6t)(€1+"'+€t75)]
(t — s)o?

o = Cov (ye,yi—s)  (t— s)o?
t,s — -
’ VVary, Vary,_,  +/to?(t — s)o?

_ /t—s: /1—5
t t

Caminata aleatoria con deriva

e El proceso de caminata aleatoria con deriva es similar a la caminata aleatoria:

caminata aleatoria con deriva

Ay =a+ ¢ obien y=a+y_1+¢

e Integrando el proceso sabemos que

t
yt:y0+at+zer

T=1
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Vemos que la caminata aleatoria con deriva le afiade una tendencia lineal deterministica at a
. . . S
la caminata aleatoria convencional yo + > 7 _; €4~

Este es un ejemplo de un modelo de tendencia puro: no tiene un componente estacionario.

Sabemos que anadir un componente deterministico a una variable aleatoria cambia su media
en la misma magnitud de ese componente, pero no alterna su varianza.

Entonces, para la caminata aleatoria con deriva:

Ey: = yo + at Cov (yt, yr—s) = (t — 3)‘72

S

Vary, = to? Pts = 1_2

Autocorrelaciones
— t=20
—— t=40
—— =60
—— t=80
0 4 8 12 16 20

rezagos

Pronosticando una caminata aleatoria

Es sumamente dificil pronosticar una caminata aleatoria.
Supongamos que tenemos datos hasta ¢ y deseamos pronostica el valor de la serie en ¢ + k.
En este caso:

E [yere [ye] = ye Var [ys 5 |yi] = ko

Es decir, el mejor pronostico para cualquier valor futuro de la serie es su valor observado mas
reciente.

Pero la varianza de este pronéstico crece linealmente, resultando infinitamente grande conforme
k — oo.

Series estacionarias en diferencia (DS)

« Las caminatas aleatorias (con o sin deriva) son ejemplos de series estacionarias en diferencia.

o Esto quiere decir que si tomamos su primera diferencia, el resultado es una serie estacionaria:

Y=Y tat+e+--+tete
Y1 =yo+talt—1)+e +- +e
éAyt:aJret

e Por ello, decimos que la serie y; es integrada de orden 1.

e En general, si una serie z; debe ser diferenciada d veces para obtener una serie estacionaria,

entonces decimos que z; es integrada de orde d, escrito I(d).
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Ejemplo 5-1: Correlacion del PIB

Autocorrelacion del PIB trimestral de Costa Rica

log(PIBy¢)
1.0
08
06
0.4
02
0.0
Alog(PIBy)
1.00
0.75
0.50
025
0.00 T T I T 1 - 1 [] l 1 T - 1 T - i . =
-0.25
-0.50
0 5 10 15 20
5.3 Removiendo una tendencia
Distinguiendo una serie DS de una TS
e Comparemos la media y la varianza de estas dos series:
TS DS
Proceso T = X9 + at + € yi = Yo + at + Zi:l €r
Media To + at Yo + at
Varianza o? to?
A a+e — €1 a+ €
(%0 + at) € e

e Los dos modelos tiene una media que crece linealmente, por lo que es muy dificil distinguirlos.
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Ejemplo 5-2: Serie TS vs caminata aleatoria con deriva

import numpy as np Este cédigo simula una realizacién de serie estacio-

np.random . seed (1) naria alrededor de tendencia (TS) y una estacionaria
T = 121 en diferencia (DS).
e = np.random.randn(T)
e[0] =0 xp = o + at + & (TS)
t
x0 =y0 =a =1
t = np.arange(T) Yyt = Yo +at + Z €r (DS)
T=1
y0 4+ a*t 4+ e.cumsum()

Para que sea replicable, fijamos un valor para la fun-
cién np.random.seed

«
Il

x0 + a*t + e

Series no estacionarias
Tendencia deterministica (TS) versus estocastica (DS)
120 —— DS

100
80
60
40
20

e Hemos visto que para transformar en estacionaria una serie...

TS estimamos su tendencia deterministica por regresion, usamos los residuos de esta regresion
como el componente estacionario

DS tomamos su primera diferencia.
e Hecho esto, podemos modelar el componente estacionario, por ejemplo con ARMA.

e Pero es importante usar la técnica adecuada para remover la tendencia, segiin sea el tipo de
serie (TS o DS)

e ;Qué pasaria si tomamos primera diferencia de una serie TS?, o ;qué pasaria si removemos
una tendencia deterministica de una serie DS?

Diferenciando una serie TS
(buscando problemas, parte 1)

e Para un proceso TS como z; = xg + at + €, su primera diferencia es
Ary =a+e — €1
=a -+ (1 — L)Gt
o Es decir, la serie resultante Az, es un proceso MA(1).

o El polinomio de rezagos para la parte MA tiene una raiz unitaria, por lo que el proceso no es
invertible.

e Esto puede causar problemas a la hora de estimar el modelo.
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o Este problema también se presenta si diferenciamos una serie que ya es estacionaria: resultamos
con un proceso no invertible y que tiene mayor varianza que el proceso original. A esto lo
llamamos sobrediferenciar.

Restando una tendencia deterministica a una serie DS
(buscando problemas, parte 2)

t . s
o Para un proceso DS como y; = yo+at+ ) _; €., remover la tendencia deterministica resulta
en
t
gt = § €r
T=1
e Es decir, la serie resultante g; atiin conserva su tendencia estocéstica.
e Vemos que
Ay =€
G =191 +€

o Esto es un proceso AR(1) con coeficiente autorregresivo igual a uno, por lo que no es estacio-
nario.

5.4 Series con raiz unitaria y procesos ARIMA

Series con raiz unitaria

o La caminata aleatoria (con o sin deriva) puede verse como un modelo AR(1) en el cual la raiz
del polinomio de rezagos es uno:

yp=c+ly1+¢€
1-1L)yyy=c+e

e Por ello, en general decimos que un proceso con tendencia estocdastica tiene raiz unitaria.
o Consideremos el siguiente proceso AR(2)

Yyt = 0.6y:—1 + 0.4ys_o + €

+ Su polinomio de rezagos es 1 —0.6L —0.4L? = (1 — 0.4L)(1 — 1L), cuyas raices son 1y 2.5.
Es decir, este proceso también tiene una raiz unitaria, y por tanto no es estacionario.

o La factorizacion del polinomio de rezagos nos sugiere escribir

(1-04L)1—-1L)y; =&
(1-04L)Ay,
Ayy

€t
0.4Ay; 1 + €

« Visto como un proceso para y* = Ay, este es un proceso AR(1) estacionario.
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Procesos ARIMA (p,d,q)

o En el ejemplo anterior, como la primera diferencia de y; es un proceso AR(1) estacionario,
decimos que y; es un proceso ARIMA(1,1,0).

o En general, si un proceso integrado de orden d, y;, es diferenciado d veces y su resultado A%y,
es un proceso ARMA(p,q), entonces decimos que y; tiene un proceso ARIMA(p,d,q):

Autorregresivo integrado de media mévil: ARIMA

Sea {e;} ruido blanco; el proceso estocéstico
O(L)(1 - L)% = O(L)es

es llamado proceso ARIMA (p,d,q), donde ®(L) es un polinomio de grado p cuyas raices estin
fuera del circulo unitario, y ©(L) es un polinomio de grado q.

Nota: Repaso del modelo clasico de regresiéon lineal

e En el modelo clasico de regresion lineal se tiene

Yi = P1x1; + Boxa; + -+ PrTry + €
donde €; ~ N(0,02) es un error homosceddstico y no-autocorrelacionado.

e Si se cumplen los supuestos del MCRL, este modelo se puede estimar de manera inses-
gada y eficiente por medio del estimador minimos cuadrados ordinarios.

e Para hacer un test sobre un parametro
Ho: Bj=q Hy: Bj#q

utilizamos el valor estimado por minimos cuadrados ordinarios /3; y su error estandar
s.e.(B;), y decimos que si la hipdtesis nula es cierta entonces el estadistico

Bj_q

8.6.( j)

~tp_k

(tiene una distribucién ¢-Student con n — k grados de libertad, donde n es el nimero
de observaciones y k el nimero de pardmetros estimados).

e Es decir, con un nivel de significancia «, el intervalo
[q+ taj2s.e.(B)), a4 ti—aj25.€.(B;)]

contendra al valor estimado Bj en 100(1 — )% de las muestras siempre y cuando sea
cierto que 3; = q.

e Por ello, cuando encontramos un valor Bj que no esta contenido en ese intervalo, recha-
zamos la hipdtesis nula, y decimos que 3; es significativamente distinto de g, a sabiendas
de que nuestro procedimiento incurrird en el error tipo-1 (rechazar una hipotésis ver-
dadera) en 100a% de las muestras.

o Para que este procedimiento tenga validez, es necesario que el estadistico efectivamente
tenga la distribucion ¢-Student, lo cual es cierto siempre que se cumplan los supuestos
del modelo cldsico de regresion lineal.
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Regresién espuria

o En 1974, Granger y Newbold demostraron, via simulaciones, que si una serie I(1) se estima
en funcién de otra serie I(1) completamente independiente de ella, los estadisticos usuales
tenderdan a mostar que las dos series estan relacionadas.

o Es decir, si y;,x; son dos series I(1) independientes, al correr la regresién

ye = Bo + Bras + €

fallariamos en rechazar la hipétesis nula $; = 0 (la cual es cierta porque y; no depende de x;)
con una frecuencia mayor a la que sugiere la distribucién t-student correspondiente:

~

b1

———— ~tr_5 < jyano es cierto!

sie(Pr)

o Este fenomeno de encontrar relaciones inexistentes entre variables integradas se conoce como
regresion espuria.

7.5 Ye=0.25+yi_1+&

15.0 Xt =0.25 +Xt_]_+€i.<

12.5

10.0

5.0

25

0.0 % e t, =18.63

-2.5 e
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Regresioén estacionaria

1
0.40 —— t-student : :
[0 simulada i i
0.35 1 1
} }
} }
0.30 i i
1 1
1 1
0.25 - -
} }
1 1
0.20 ! !
1 1
o5 Prob(|t| > 1.984) = 5.058% | !
i i
0.10 def regresion_ estacionaria(T=100):
v, x = np.random.randn(2,T)
X = sm.add__constant(x
0.05 res = sm.OLS(y, x)};io
return res.tvalues[1] B
0.00 —
Regresién espuria
1 1
040 t.student : :
H 1 1
035 [ simulada : :
} }
} }
0.30 ! !
1 1
1 1
0.25 ! !
def regresion__espuria(T=100):
e = np.random.randn(2,T)
0.20 ¥y, x = e.cumsum(axis=1)

X = sm.add__constant(x)
res = sm.OLS(y, X).fit ()
return res.tvalues[1]

Prob(|t| > 1.984) = 76.194%

Regresion lineal con series integradas
s Como estudiar la relacion entre series integradas sin incurrir en regresiones espurias?

« Supongamos que tanto y; como x; son series I(1).
o Entonces, por definicion, Ay; y Ax; son series estacionarias.

e En tal caso, el modelo
Ayy = Bo + Br1Az + €

puede estimarse por minimos cuadrados, y la prueba 8; = 0 se realiza usando el procedimiento
usual.

e Una alternativa mejor, que estudiaremos con detalladamente mas tarde en el curso, es estimar
la regresién en niveles

ye = Bo + Brxs + €

y determinar si los residuos de esta regresién son estacionarios. Si lo son, diremos que y; esta
cointegrada con x;.

Procesos AR(p) con raiz unitaria
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Recordemos que el proceso AR(p) puede escribirse

Ye=Cc+ Q1Ys—1+ -+ Ppyi—p + €
(1-$L' = =)y =cte
O(L)ys =c+ e
Supongamos que los coeficientes autorregresivos suman uno.
Entonces

B1) =11 g7
=1—(d1+¢2+ " +¢p)=1-1=0

Es decir, si ¢1 + ¢2 + - - - + ¢, = 1, entonces el proceso tiene raiz unitaria.

5.5 Detectando raices unitarias

5.5.1 La prueba Dickey-Fuller

Caminata aleatoria como serie AR(1)

El modelo més sencillo de una serie con raiz unitaria, la caminata aleatoria, es un proceso
AR(1)

Yt = QyYr—1 + €t
en el cual se cumple que ¢ = 1.

Entonces resulta natural, para determinar si una serie es una caminata aleatoria, estimar esta
ecuacion y comprobar la hipdtesis ¢ = 1.

Alternativamente, restando y;_; de ambos lados podemos estimar
Ye—y—1= (¢ — Dye—1 + &
Ayr =vyi—1 t e

y comprobar si

Hy: v=0 versus Hi: %<0

No obstante, Dickey y Fuller (1979) encontraron que si la hipdtesis nula es verdadera, la
regresién anterior tiene series no estacionarias en ambos lados de la ecuacién, por lo que no se
cumple que

tenga una distribucién t-Student.

Para determinar la distribuciéon de este estadistico, de manera que pueda realizarse la prueba
de hipoétesis, Dickey y Fuller realizaron experimentos de Monte Carlo, en los cuales

— Se simula una caminata aleatoria con un tamano de muestra predeterminado.
— Se estima el modelo AR(1)

— Se calcula el valor de z

Realizando muchas simulaciones como la anterior es posible aproximar la verdadera distribu-
cién del estadistico z bajo la hipdtesis nula v = 0.
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Las pruebas de Dickey-Fuller

Las pruebas de Dickey-Fuller

%% ;Tiene la serie y; una raiz unitaria?
Ay = yyr—1 + €
Ho Ay =ao +yyt—1+ € v=0

Ay = ag + bot + yyi—1 + &

Test Estimar z = ﬁm por minimos cuadrados.
A Si z es menor que el valor critico de Dickey Fuller, entonces v < 0, es

decir, no hay raiz unitaria.

La distribucién de Dickey-Fuller

Distribucion de Dickey-Fuller para T=100 observaciones

sin constante

04 —— tstudent i
[ simulada :
0.3 i
0.2 i Prob(t<—1.66) =9.13%
1
0.1 ' Prob(t < —1.94) = 5%
0.0

con constante

—— t-student
0.4 0 simulada

Prob(t < —1.66) =44.51%

0.2
Prob(t < —2.89) = 5%
0.0
con constante y tendencia
—— t-student
[ simulada
0.4
0.2 Prob(t < —1.66) = 76.28%

Prob(t < —3.45) = 5%

Ejemplo 5-3: Pruebas Dickey-Fuller

E becer.ServicioWeb() (33783)

0.0

E tendencias-pib.ipynb
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e Al estimar por minimos cuadrados ordinarios la regresién
AlogPIB; = c+ ¢logPIB;_1 + ¢

encontramos

coef  std err t P> |t| [0.025 0.975]

const 0.1010 0.042 2.393  0.018 0.017 0.185
IPIB -0.0069 0.003 -2.143 0.034 -0.011 -0.000

o Los resultados de la tabla indican que ¢ es significativamente distinto de cero al 5% de
significancia, pero este resultado es incorrecto porque en esta regresion el estadistico ¢
no tiene la distribucion t-Student.

o Ademds, la prueba reportada es de dos colas, mientras que la apropiada es de una cola.

e Por ello, recurrimos a los valores criticos de Dickey-Fuller

z 1% 5% 10%

sin constante 10.709 -2.585 -1.944 -1.615
con constante -2.143  -3.489 -2.887 -2.580
con constante y tendencia -2.483 -4.040 -3.449 -3.150

e Como en todos los casos el valor z estimado es mayor que el valor critico de Dickey-
Fuller (sin importar cudl nivel de significancia utilizamos), no podemos rechazar la
hipétesis de que el PIB tenga raiz unitaria.

e Por otra parte, si realizamos las pruebas de Dickey-Fuller a la primera diferencia del
(logaritmo del) PIB trimestral encontramos

z 1% 5% 10%

sin constante -6.344 -2.586 -1.944 -1.615
con constante -11.254 -3.489 -2.887 -2.580
con constante y tendencia -11.641 -4.040 -3.450 -3.150

e Como en todos los casos el valor z estimado es menor que el valor critico de Dickey-
Fuller (sin importar cuél nivel de significancia utilizamos), concluimos que el crecimiento
trimestral del PIB es estacionario (no tiene raiz unitaria).

e Dado que no pudimos rechazar que el PIB tuviese raiz unitaria, pero si lo hicimos para
su primer diferencia, concluimos que el PIB es una serie I(1).

e ;Qué hubiera pasado si en vez de diferenciar la serie, le extraemos una tendencia lineal?

e Obtenemos los residuos de la regresion

logPIB; = ¢+ at + ¢
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PIB con tendencia lineal ajustada
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Al aplicar las pruebas de Dickey-Fuller a los residuos, vemos que

o la prueba sin constante rechaza la presencia de una raiz unitaria, con 5% de significancia

e las otras dos pruebas no rechazan esta hipétesis.

z 1% 5% 10%

sin constante -2.523 -2.585 -1.944 -1.615
con constante -2.515 -3.489 -2.887 -2.580
con constante y tendencia -2.483 -4.040 -3.449 -3.150

5.5.2 La prueba aumentada de Dickey-Fuller

Caminata aleatoria como serie AR(p)
o No todas las series de tiempo pueden representarse apropiadamente como un proceso AR(1).
e La prueba de Dickey-Fuller puede aplicarse en estos casos también, aunque con modificaciones.

o Consideremos por ejemplo un proceso AR(2):

Yt = O1Yt—1 + Payr—2 + €t
Y = (01 + b2 — D)ys—1 — doyt—1 +Ye—1 + P2y 2 + &
Yt — Y1 = (91 + 2 — Dys1 — b2 (ye—1 — Yr—2) + &
Ay = (1 + d2 — D)ys—1 — P2Ayi—1 + &
Ay = Yyi—1 + a1Ay 1 + &

o Esta serie tiene raiz unitaria si v = 0.

La prueba aumentada de Dickey-Fuller
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 Para permitir la posibilidad que la serie original sea AR(p+1), la prueba aumentada de Dickey-
Fuller introduce p rezagos de la variable dependiente en la regresion original:

Ay = VYt-1+ a1Ays1 + -+ apAysp + €
Ay, = ag + YY1+ a1Ay—1 + -+ apAyr_p €
Ayy = ao + bot + yye—1 + a1 Ay—1 + - F apAy_p + €

e En cualquiera de las formulaciones, la hipétesis nula es v = 0.

« Se utilizan los mismos valores criticos de la prueba de Dickey-Fuller.

Ejemplo 5-4: Pruebas aumentada de Dickey-Fuller

E bccr

E tendencias-pib.ipynb

o Al realizar las pruebas aumentadas de Dickey-Fuller del (logaritmo del) PIB trimestral
de Costa Rica encontramos

z 1% 5% 10%

sin constante 3.985 -2.587 -1.944 -1.615
con constante -1.559 -3.494 -2.889 -2.582
con constante y tendencia -1.586 -4.047 -3.453 -3.152

© © o |T

e Esto confirma lo que ya habiamos encontrado: no podemos rechazar la hipétesis de que
el PIB tenga raiz unitaria.

e En todos los casos, el nimero de rezagos corresponde al maximo rezago significativo.

o Por otra parte, si realizamos las pruebas de Dickey-Fuller a la primera diferencia del
(logaritmo del) PIB trimestral encontramos

zZ 1% 5% 10%

sin constante -1.694 -2.587 -1.944 -1.615
con constante -4.465 -3.494 -2.889 -2.582
con constante y tendencia -4.719 -4.047 -3.453 -3.152

co co N |T

o De nuevo concluimos que el crecimiento trimestral del PIB es estacionario (no tiene
rafz unitaria).

Interpretando una prueba de Dickey Fuller

e Importante: En la prueba DF| no rechazar la hipétesis de que una serie tenga raiz unitaria...
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— no implica que la serie si tenga tal raiz unitaria.

— solamente decimos que no hay evidencia suficiente para descartarla con un nivel “razo-

nable” de significancia.

Esto es asi porque bien podria ser el caso de que el verdadero valor de ¢ sea ligeramente menor
a uno (en cuyo caso el proceso AR(1) es estacionario), pero la prueba Dickey-Fuller no puede

distinguirlo efectivamente de 1.

Potencia de la distribucién de Dickey-Fuller

0.6

0.4

0.2

0.0

0.6

0.4

0.2

0.0

0.6

0.4

0.2

Distribucién de estadistico t para AR(1) cuando p = 0.95, con T=100 observaciones,

sin constante

—==Valor critico Dickey-Fuller
[ estadistico t simulado

Prob(t> —1.95) =67.69%

con constante

—-==Valor critico Dickey-Fuller
[ estadistico t simulado

Prob(t > — 2.89) = 88.45%

con constante y tendencia

i
—==Valor critico Dickey-ﬂuller

[ estadistico tsimulad?
1

Prob(t > — 3.46) = 91.86%

Limitaciones de las pruebas de raiz unitaria

Hemos visto que la prueba de Dickey-Fuller tienen muy poca potencia para casos en que el

proceso es persistente pero no integrado.

Esto es una limitacion también de otras pruebas de raiz unitaria, como la de Phillips-Perron.

Por ello, cuando se estudian series macroecondmicas con estos tests, usualmente se encuentra

que tienen raices unitarias.

Esto se debe a que la hipotesis nula es que si hay raiz unitaria, y esta hipotesis solamente se

rechaza cuando existe fuerte evidencia en su contra.
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5.5.3 La prueba KPSS

La prueba KPSS

o Kwiatkowski, Phillips, Schmidt y Shin (1992) proponen una prueba de estacionariedad: la
hipdtesis nula es que la serie es estacionaria.

e Para ello, asumen que una serie puede ser expresada como la suma de una tendencia determi-
nistica, una caminata aleatoria, y un error estacionario (no necesariamente ruido blanco):

= & + rn 4+ w

donde r; es una caminata aleatoria

2
Ty =Tp—1 + Uy, ug ~ N(0,07)

o La hipotesis de estacionariedad es simplemente o2 = 0.

e Bajo la hipdtesis nula, 7y = r;_1 = -+ - = rp una constante, por lo que la serie seria estacionaria
alrededor de una tendencia:

yr =710 + &+ wy
o KPSS también consideran el caso particular en el que £ = 0, es decir, la serie es simplemente
estacionaria.

Y = T + W

e En cualquiera de estos dos casos, si e, es,...,er son los residuos de la regresiéon, se define

S = Z e, t=12....T (suma parcial de residuos)
i=1
PR R . .
Ge =7 Z e; (varianza estimada del error)
t=1

e 2 es un estimador consistente de la varianza de la parte estacionaria w; solo si es ruido blanco.

e Pero en la préctica, las series econémicas rara vez cumplen esa restriccién, por lo que KPSS
proponen esta correccién para tomar en cuenta la posible correlacién de wy:

(-2) Y ]

t=s+1

e Asi, para hacer una prueba KPSS hay que decidir:

— si incluir o no la tendencia deterministica

— cudntos rezagos [ incluir en la estimacién de la varianza s2(1)
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La prueba KPSS

9@ (Es la serie y; estacionaria?
yr =&t + 1+ we
H0 Ty =T 1+ Uy, ug ~ N(0,07)
02 =0
T g2
Test LM = ; 20

Si LM es mayor que el valor critico, rechazar la hipdtesis nula y concluir
que la serie tiene raiz unitaria.

e KPSS proporcionan los siguientes valores criticos asintdticos, los cuales obtuvieron por simu-
lacién 50 000 iteraciones con muestras de 2000 datos.

c ct

10%  0.347 0.119
5% 0.463 0.146
2.5% 0.574 0.176
1% 0.739 0.216

o Las pruebas son de una cola: se rechaza la hipétesis nula (de que la serie es estacionaria)
cuando el estadistico LM es mayor al valor critico seleccionado.

Ejemplo 5-5: Pruebas KPSS

tendencias-pib.ipynb

bccr

o Al realizar las pruebas KPSS del (logaritmo del) PIB trimestral de Costa Rica encon-

tramos
nivel diferencia
c ct c ct Valores criticos
0 11.569 1.186 0.371 0.046 c ct
1 5.864 0.632 0.395 0.051 10% 0.347 0.119
2 3.952 0.444 0.368 0.049 5% 0.463  0.146
3 2.994 0.350 0.326 0.044 25% 0574 0.176
4 2.419 0.296 0.313 0.043 1% 0.739  0.216
5 2.035 0.262 0.300 0.042
6 1.762 0.238 0.294 0.042

o En todas las especificaciones, podemos rechazar al 1% que el PIB sea estacionario.

o Al 5%, en ningin caso podemos rechazar que el crecimiento del PIB (diferencia del
logaritomo) sea estacionaria.

o Juntos, estos resultados senalan que el PIB es un proceso I(1).
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Ejemplo 5-6: Raices unitarias en series macroeconémicas de Estados Unidos

E NelsonPlosser.ipynb

o En uno de los articulos més citados en macroeconomia, Nelson y Plosser (1982) exami-
naron varias series macro de uso comin, averiguando si tenian raices unitarias.

o Aplicando la prueba aumentada de Dickey-Fuller, concluyeron que todas menos una de
las series analizadas tenian raiz unitaria.

Table 5
Tests for autoregressive unit roots*
Zy=f4+ 4z P2y =2 )t P2 ks — 2 Ay

Series T

k i W o F b W) ) r

Real GNP 62 2 0819 303 0.006 303 0825 -299 0058 -—0.02
Nominal GNP 62 2 1.06 2.37 0.006 234 0899 -232 0087 0.03
Real per

capita GNP 62 2 1.28 3.05 0.004 301 0818 ~304 0059 -35.02
Industrial

production 111 6 0.103 432 0.007 244 0835 -253 0097 003
Employment 81 3 142 2.63 0.002 254 0861 266 0035 0.10
Unemployment

rate . 81 4 0.513 281 —-0000 -023 0706 —355* 0407 0.02
GNP deflator 82 2 0.260 2.55 0.002 265 0915 -252 0046 003
Consumer prices 111 4 0.090 1.76 0.001 284 098 —197 0042 006
Wages 7 3 0.566 230 0.004 230 0910 -209 0.060 0.00
Real wages 71 2 0.487 3.10 0.004 314 0831 -304 0034 —001
Money stock 82 2 0.133 352 0.005 303 0916 308 0047 0.03
Velocity 102 1 0052 099 0000 065 0941 -166 0067 0.11
interest rate 71 3 —0.186 -095 0.003 1.75 103 0.686 0283 —002
Common stock

prices 100 3 0.481 202 0.003 237 0913 205 0.158 0.20

e En su articulo original, KPSS aplican su prueba a las mismas series que utilizaron
Nelson y Plosser.

e Encontraron que para varias de las series no era posible rechazar la hipodtesis de que
fueran estacionarias alrededor de una tendencia.
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Table 5
7, and 7, tests for trend stationarity applied to Nelson—Plosser data.
Lag truncation parameter (/)
Series 0 1 2 3 4 5 6 7 8
M,: 5% critical value is 0.463
Real GNP 596 3.06 2.08 1.59 1.30 1.11 097 086 078
Nominal GNP 5.81 2.98 2.04 1.56 1.28 1.09 0.95 0.85 0.77
Real per capital GNP 554 284 1.94 1.50 1.22 105 092 082 0.5
Industrial production 10.79 548 370 281 227 1.92 1.66 147 1.32
Employment 7.57 3.87 2.63 2.01 1.64 1.39 1.21 1.08 0.98
Unemployment rate 0.31 018 014 0.11 0.10 0.10 009 009 0.09
GNP deflator 7.51 3.82 2.59 1.97 1.60 1.35 1.18 1.04 0.94
Consumer prices 7.90 4.02 2.73 2.08 1.69 1.43 1.24 1.10 0.99
Wages 6.72 343 233 1.78 1.45 1.23 1.07 095 0.86
Real wages 6.96 3.55 2.40 1.83 1.48 1.26 1.09 0.97 0.88
Money 8.01 4.08 2.76 2.10 1.70 1.44 1.25 1.11 1.00
Velocity 8.40 429 2.90 2.21 1.80 1.52 1.32 1.17 1.05
Interest rate 0.78 0.42 0.30 0.24 0.20 0.17 0.16 0.14 0.13
Stock prices 801 410 279 213 174 148 129 115 104
1,1 5% critical value is 0.146

Real GNP 0.630 0.337 0242 0.198 0.173 0.158 0.148 0.141 0.137
Nominal GNP 0.755 0392 0273 0215 0.181 0.159 0.143 0.132 0.124
Real per capital GNP 0.528 0.283 0.204 0.167 0.147 0.134 0.126 0.121 0.118
Industrial production 0.822 0446 0320 0.257 0220 0.196 0.179 0.166 0.155
Employment 0.526 0.278 0.198 0.158 0.136 0.122 0.112 0.105 0.101
Unemployment rate 0.216 0.124 0.094 0.079 0.071 0.066 0.063 0.061 0.061
GNP deflator 0.492 0256 0.178 0.140 0.117 0.103 0.093 0.086 0.081
Consumer prices 1.85 0943 0.641 0491 0401 0342 0301 0270 0.246
Wages 0612 0317 0.220 0.173 0.145 0.128 0.115 0.107 0.101
Real wages 0956 0511 0.365 0.293 0252 0.226 0.208 0.194 0.184
Money 0.445 0228 0.158 0.124 0.104 0.092 0.084 0.079 0.075
Velocity 1.78 0932 0647 0.504 0418 0360 0319 0.287 0.262
Interest rate 0.845 0457 0323 0.255 0214 0.18 0.166 0.151 0.140
Stock prices 1.23 0.646 0.454 0359 0302 0.264 0237 0216 0.199

Real GNP
Nominal GNP

Real per capita GNP
Industrial production
Employment
Unemployment rate
GNP deflator
Consumer prices
Wages
Real wages
Money stock
Velocity
Bond yield

Common stock prices

Estacionaria alrededor de una media

rezagos

Leyenda

Estacionaria alrededor de una tendencia

rezagos

5.6 Otro método para remover una tendencia
Desagregacién de una serie de tiempo
e Tenemos una muestra de T' observaciones de la variable aleatoria Y;:

{yi, 92, yr}
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« Y; tiene dos componentes: crecimiento (tendencia) s; y ciclo ¢;.
Yt = St + ¢t

e Asumimos que la tendencia es una curva suave, aunque no necesariamente una linea recta.

Tendencia
Y, S,

Yt = St + ¢

trend
°/ edata

0/

Objetivos en conflicto
e Partiendo de y;, Hodrick y Prescott 1997 “extraen” la tendencia s;
{s1,82,...,87},
tratando de balancear dos objetivos mutuamente excluyentes:

1. el ajuste a los datos originales, es decir, y; — s; debe ser pequeiio.

2. la tendencia resultante debe ser suaver, por lo que los cambios de pendiente (s;11 — $¢) —
(st — s¢—1) también deben ser pequenos.

o La importancia relativa de estos dos factores es ponderada con el pardmetro \.

El filtro de Hodrick y Prescott
Formalmente, la tendencia la definen por:

T T—1
sHP — argmin {Z (e — s¢)> + A Z [(St+1 —8¢) — (8¢ — Stl)]Q}

S1,5..58T t=1 t=2
T T-1
. 2 2
= argmin E (ye —st)" + A g (841 — 28t + S¢—1)
S1oesST | =1 t=2
Definimos las matrices

U1 S1
Y2 52

yr ST
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1 -2 1 0 0 0 0 O

0o 1 -2 1 00 0 O
Ap_oxr =

0 0 0 0 01 -2 1

Reescribimos el problema de optimizacién

T T—1
SfIP = argmin {Z (yt - St)2 + A Z (8t+1 — 28 + St_1)2}

ST 4=1 t=2

= arg;nin{(Y —8)(Y = S)+ AAS)'(AS)}

= argmin {Y'Y — 2Y'S + S'(I + NA'A)S}
S

Resolviendo el problema

o Taking the FOC
SHP — argmin {Y'Y — 2Y'S + S'(I + A\A’A)S}
s

= -—2Y +2(I+XAA)S=0

e Then, the HP filter is
SHP — (T4 \A'A) 'Y (tendencia)
CHP —y _ gHP _ [I I+ AA’A)*] Y (ciclo)

Ejemplo 5-7: El filtro HP

Asumimos que tenemos T = 5 datos Y = [yl,yg,yg,y47y5]/ v que A = 4. Los datos de
tendencia S = [sq, $2, $3, S4, 35}/ estan dados por:

s = 0.67y; +0.36y2 +0.13y3 —0.02y4 —0.14ys
S9 = 0.36y1 +0.34y5 +0.23y3 +0.10y4 —0.02ys5
s$3 = 0.13y1 +0.23y2 +0.29y3 +0.23y4 +0.13ys
Sq = —0.02y, +0.10y5 +0.23ys3 +0.34y4 +0.36ys5
S5 = —0.14y, —0.02y5 +0.13y3 +0.36y4 +0.67ys

Observe que cada dato de tendencia s; es simplemente un promedio ponderado de todos los
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datos en Y. Ademads. algunas de las ponderaciones son negativas!
Por otra parte, los datos del ciclo C = [c1, ¢, c3, ¢4, 05}/ estan dados por:

c = 0.33y1 —0.36y2 —0.13y3 +0.02y, +0.14ys5
Co = —0.3631 +0.66y- —0.23y3 —0.10y4 +0.02ys
c3 = —0.13y1 —0.23y2 +0.71ys —0.23y4 —0.13ys5
cy = 0.02y1 —0.10y2 —0.23y3 +0.66y4 —0.36ys5
c5 = 0.14y, +0.02y5 —0.13ys —0.36y4 +0.33ys5

De nuevo, observe que cada dato del ciclo ¢; es un promedio ponderado de todos los puntos
en Y, pero donde las ponderaciones suman cero.

Escogiendo A

o El resultado del filtro es muy sensible a la escogencia de A.
e Como regla habitual, )\ se escoge segun la frecuencia de los datos

— Anuales = 100
— Trimestrales = 1600

— Mensuales = 14400

El filtro HP tiene malas propiedades estadisticas
Hamilton 2017: Why You Should Never Use the HP Filter?

1. El filtro Hodrick-Prescott introduce relaciones dindmicas espurias que no tienen sustento en el
proceso generador de datos subyacente.

2. Los valores filtrados al final de la muestra son muy distintos de los del medio, y también estan
caracterizados por una dindmica espuria.

3. Una formalizacién estadistica del problema tipicamente produce valores de A que distan mucho
de los usados comiinmente en la practica.

4. Para Hamilton, hay una alternativa mejor: una regresién AR(4) alcanza todos los objetivos
buscados por usuarios del filtro HP pero con ninguno de sus desventajas.

Ejemplo 5-8: Filtrando el PIB de Costa Rica con HP

Los datos filtrados son muy sensibles a nueva informacién.
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HP puede inducir conclusiones equivocadas acerca del comovimiento de series
Cogley y Nason (1995) analizaron las propiedades espectrales del filtro HP

e Cuando se mide el componente ciclico de una serie de tiempo, jes buena idea usar el filtro HP?
e Depende de la serie original

e
Sl, si es estacionaria alrededor de tendencia

NO, si es estacionaria en diferencia
o Este resultado tiene implicaciones importantes para modelos DSGE

— Cuando se aplica el filtro HP a una serie integrada, el filtro introduce periodicidad y
comovimiento en las frecuencias del ciclo econémico, ain si no estaban presentes en los
datos originales.
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Capitulo 6

Cambio estructural

En este capitulo

6.1 Introduccidn. . . . . . . . . .. L 115
6.2 Lapruebade Chow . . . . . . . . . . . . .. 116
6.3 Cambio estructural y raices unitarias: fecha conocida . . . . . . . . ... .. 119
6.4 Cambio estructural y raices unitarias: fecha desconocida . . . . . . . . . .. 124

6.1 Introduccién

La critica de Lucas

e En 1976 Lucas publicé una de las criticas mas fuertes al enfoque de modelacién econémica de
gran escala de la Comisién Cowles.

e Lucas criticé el supuesto de que muchos fenémenos econémicos son estructurales.

e En esencia, argumentaba que cambios en las leyes y regulaciones afectaban el comportamiento
humano, y que esto se reflejaria en los datos.

e Por ejemplo, en una estimacion de consumo
e =a+ By +e&

la propensiéon marginal a consumir 8 podria cambiar con el tiempo.

Cambio estructural en una serie de tiempo

115
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6.2 La prueba de Chow

Determinando si hay un cambio estructural

e Recordemos que podemos expresar una regresion lineal como

Yo = P1®e1 + -+ Bemep + €

B
= [:Et’l xmk] S e
Bk
=118+ €
e Cuando apilamos todas T las observaciones
(0 1B+ e Ty €1
v=li|=| i =] |st|]=XBte
yr B+ er 7 er

200

e La regresion Y = X[ + ¢ asume que el vector de coeficientes 8 es el mismo para toda la

muestra.

e Supongamos que pensamos que durante el periodo conocido hubo un cambio estructural en
la economia, por lo que el vector de parametros fue By antes del cambio pero (1 después.
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Entonces:

Yo = XofBo + €2, después
nl=00 23]
Y, 0 X | €2

e Por lo que el estimador de minimos cuadrados ordinarios

{Yl = X101 + ¢, antes del cambio

—

A= 05 e] [-3)
B2 0 X5X5 X2Ys B
e FEsto nos dice que los pardmetros 51 y B2 pueden estimarse por MCO separadamente.

¢ Planteamos la hip6tesis nula de que no hay cambio estructural: 81 = (2. Entonces

Yo = XoB8 + €2, todo sigue igual
Y1 o X1 €1
)= [+ [2)

e Esto corresponde a la regresion con todas las observaciones.

{Yl = X168+ ¢, antes del cambio

e La hipétesis f; = P2 puede comprobarse con un test de Wald.

La prueba de Chow

e Sea S la suma de los cuadrados de los residuos de la regresion restringida, y S; la suma de los
cuadrados de los residuos de la regresion de la muestra 1.

Prueba de cambio estructural de Chow

9@ ;Son los coeficientes 81 y B2 distintos?
HO Bl = ﬁ2
S—S1—-S85
Test g ~ Pk T —2k)
QN Si el estadistico es grande (mayor que el valor critico), los modelos son
o distintos, por lo que si hay cambio estructural.
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Ejemplo 6-1: Cambio en la demanda por combustible

E TableF2-2.txt

E Greene-gas—market.ipynb
Consumo per capita de gasolina versus Precio, Estados Unidos 1953-2004

120 @ 1953-1973 °
® 1974-2004
@

100 ‘
el [)
[&]
9] (X
s % 80 .‘. o © 9% o
S ° ®
8 0 e ®®
-g 790

40 o078

7190 @
Y @73

2 o @ge00@e® 00 60 O O & O

3.0 35 4.0 45 5.0 55 6.0
Consumo per capita

El mercado del petréleo tuvo un cambio significativo en 1973:

Antes de 1973, el comercio de petréleo estaba dominado por las “Siete
Hermanas”, que controlaba = 85% de la reservas de petréleo

Desde la guerra de Yom Kippur (oct-1973), la OPEP ha dominado
activamente en la fijacion del precio.

Precio global del crudo, medido en USDI de 2(?18 por barril
100
80
60
40

20

1920 1945 1970 1995
Fuente: https://ourworldindata.org/grapher/crude-oil-prices
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Greene (2012) estima el modelo el consumo per capita de combustible G

Gy = b1+ Bol; + Bs PGy 4 BaPNCy + Bs PUC: + Bet + €

1974.

1953-1973 son significativamente distintos a los de 1974-2004.

Cambio estructural, test de Chow

120 ® 1953-1973
1974-2004

100

9o
o
L 5 @
g 0.102 — 0.002 — 0.007
3 L L

© ssorroo— = 07.65 > 2.34 = F(6,40)
QO 60 52 -2x6
5
£

40

_ — )
20 o—o-t—0—0-0-0———®
3.0 35 4.0 45 5.0 55 6.0

Consumo per capita

(todas las variables en logaritmo, excepto t) y comprueba si hay un cambio estructural en

La prueba de Chow confirma que hay un cambio estructural en 1974: los pardmetros de

6.5

119

Limitaciones de la prueba de Chow
La prueba de Chow tiene algunas limitaciones importantes

o Asume que el analista sabe la fecha en que ocurre el cambio estructural

e Asume que la varianza de los errores es la misma antes y después del cambio estructural.

6.3 Cambio estructural y raices unitarias: fecha conocida

Cambio estructural y raices unitarias

e Cuando se realizan pruebas de raiz unitaria, debe tenerse cuidado si se sospecha que ha ocurrido

un cambio estructural.

e Cuando hay cambios estructurales, los estadisticos Dickey-Fuller estdn sesgados hacia no re-

chazar la hipétesis de que hay raiz unitaria.

Ejemplos de cambios estructurales
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Yt=0.5y¢-1+ &+ D.(50)

y0

Yt=Yt-1+ &+ Dp(50)

751 B

5.0 f

2.5 A

yl

0.0 f

—2.5 1

0 20 40 60 80 100

e Los datos de la figura A fueron generados por
yr = 0.5y,1 + € + 3D1(50), (AR(1) + cambio p)
Dp(50); = I(t > 50) (dummy de nivel)
e La serie simulada parece tener una tendencia lineal.
e La manera apropiada de estimar este modelo es
Yt = Bo + Brye—1 + 6D (50) + €
pero si estimamos
Yyt =op +art+e
el coeficiente a7 tenderia a ser positivo para capturar el salto en la serie.
e Suponga que por equivocacion estimamos
Yt = Yt—1 = C+ VYi—1 + €

lo que seria una caminata aleatoria con deriva si v = 0. Entonces:

t
yt:y0+0t+zfi

=1

e Esta ecuacion describe los datos de manera similar a como lo hace y; = ag + a1t + €, lo cual
nos dice que la regresiéon Dickey-Fuller sesgaria los resultados hacia v = 0, es decir, hacia no
rechazar la presencia de una raiz unitaria.
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Perron (1989) demostrd este sesgo con simulaciones de Monte Carlo.

Ahora bien, una serie con raiz unitaria también puede presentar un cambio estructural, como
en la figura B, generada por

Yt = yi—1 + & + 5D p(50); (RW + cambio 1)
Dp(50); = 1(t = 50) (dummy de impulso)

Note que Dp(t) es igual a 1 solo en el periodo t: cualquier cambio aditivo a una caminata
aleatoria tiene un efecto permanente sobre el nivel de la serie.

La serie simulada parece tener una tendencia lineal.
De hecho, no es sencillo distinguirla de la figura A a simple vista.
, Cémo saber entonces si una serie con cambio estructural tiene raiz unitaria?

Una opcidén, similar a lo que hace la prueba de Chow, es partir la muestra de datos en dos
partes, y realizar pruebas de raiz unitaria en cada una por separado

Lo malo de este procedimiento es que pierde muchos grados de libertad.

Seria preferible tener un test que utilice toda la muestra

;Caminata aleatoria o serie estacionaria alrededor de tendencia?

Perron (1989) desarrolla un procedimiento formal para detectar raices unitarias en presencia
de un cambio estructural ocurrido en ¢t = 7.

Las hipotesis nula y alternativa son
Y = Qo + Y1 + ulDf('r) + & (nula)
Yr = ag + anot + /,LQDtL(T) + e (alternativa)

Es decir, la hipdtesis nula es que hay un solo salto en una caminata aleatoria en el periodo
7, la alternativa es que en esa misma fecha hay un solo salto en el intercepto de una serie
estacionaria alrededor de tendencia.

¢
Observemos que Z D, () = Dr(1):
k=1
1 -
D (7T)¢
0 '—’ ’ ’ T T v T
1 -
0 B T T T T T T T

T-3 T1-2 T1-1 T T+1 T+2 T+3
Integrando la hipédtesis nula

¢
Yo =yo+ ot +mDr(T)i + Y e
k=0

vemos que es equivalente a la alternativa excepto por las perturbaciones.
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Las pruebas de cambio estructural de Perron

Modelo A: cambio de intercepto (crash)
yr =0+ mDf +yi1 + e (nula)

Y = Qo + uthL + aot + & (alternativa)

Modelo B: cambio de tendencia (changing growth)

Y = ao + paDf + 1 + & (nula)

y: = o + oot + u3s D + ¢ (alternativa)

donde DI (1) = max(t — 7,0)

Modelo C: cambio de intercepto y de tendencia

Yy = ag + ,ulDf db ;LthL + Y1+ €& (nula)

Y = ag + ,uthL + aot + uthT + & (alternativa)

Para implementar la prueba de Perron se siguen 3 pasos:

Paso 1 Se estima la regresién correspondiente al modelo

Yt = ap + a1yi—1 + ot + DY + paDF + ¢ (A)
yo =0+t +pusDf +G = Gi=oafi+e (B)
Yr = ap + a1yi—1 + gt + 1 DY + paDF + puzDE + ¢ (C)

Paso 2 Si los residuos de la regresién estan autocorrelacionados, se estima la regresién ampliada,
agregando p rezagos del cambio en la variable:

P P
AyC:Yy By B:Y Bl
i=1 i=1
Paso 3 Se calcula el estadistico t de la hipotesis a; = 1:

-1
T se(on)

y se compara con el valor critico de Perron.
e Si el estadistico estimado es menor que el valor critico, se rechaza la hipétesis nula.

e El valor critico depende de la proporcién A de observaciones que corresponden al periodo
anterior al quiebre estructural.
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1953-2004 1953-1973 1974-2004 descripcién

intercepto  -12.863 *  -8.349 *  -1.513 intercepto

I 1.625  * 0.848  * 0.374 *  ingreso per capita

PG -0.054 -0.032 -0.124 * precio combustible

PNC -0.083 0.699 *  -0.001 precio carro nuevo * significativo al 5%
PUC -0.085 -0.291  *  -0.022 precio carro usado

t -0.014 % 0.010 * 0.004 tendencia

R? 0.965 0.997 0.953 R?

S 0.102 0.002 0.007 suma residuos?

E NelsonPlosserData.dta

E Perron1989.py
Perron analiza los datos de Nelson y Plosser.

Salarios nominales

8.0 -

7.5 A

7.0 A

Ejemplo 6-2: Pruebas de cambio estructural

1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960

Al estimar el modelo A encuentran

1970

123
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t A 1% 5% 10%

Real GNP -5.03 0.34 -4.39 -3.76 -3.46
Nominal GNP -5.42 034 -4.39 -3.76 -3.46
Real per capita GNP -4.09 0.34 -4.39 -3.76 -3.46
Industrial production -5.47 0.63 -4.45 -3.76 -3.47

Employment -4.51 049 -432 -3.76 -3.46
GNP deflator -4.04 050 -4.32 -3.76 -3.46
Consumer prices -1.28 0.63 -4.45 -3.76 -3.47
Wages -5.41 042 -4.34 -3.72 -3.44
Money stock -4.29 050 -4.32 -3.76 -3.46

A continuacién vemos como replicar los resultados del modelo A de Perron, escribiendo un
programa de Python.

import pandas as pd
import numpy as np
from statsmodels.formula.api import ols

NP = pd.read_stata(’NelsonPlosserData.dta’)
NP.set_index(’year’,inplace=True)
NP.index = NP.index.year

p
Yt = g+ aryp—1 + ast + MlDf T MthL + ZﬁiAyt—l + €
i=1

def Perron_ testA (serie, k=8):
dta = NP[[serie]].dropna()
dta.rename(columns={serie: 'y’}, inplace=True)

dta[ 'DL’] = (dta.index>1929)
dta[’DP’] = (dta.index==1930)
dta[’t’] = np.arange(dta.shape[0])
dta[’'Ly’] = dta[’y’].shift (1)
dta[’'Dy’] = dta[’y’].diff(1)
for j in range(l, k+1):

dta[£'D{j}y’] = dta[’'Dy’].shift(j)

lags = '+’ .join(dta.columns[—k:])

modelo = ols(’y ~ DL + DP + t + Ly +’ + lags,dta). fit ()
tval = ((modelo.params — 1)/modelo.bse).round(2) [ Ly’]
lda = 1—dta[ ’DL’].mean()

crit = perron[’Modelo A’].loc [np.round(lda,l)]

return {’$t$’:tval, ’$\lambda$’:np.round(lda,2), *1\%’ :crit ['1\%’], 5\% :crit['5\%"],’
10\%’: crit [ 10\% ]}

6.4 Cambio estructural y raices unitarias: fecha desconocida

({Cémo saber cuando se produjo un cambio estructural?

o Un supuesto importante en la prueba de Perron (1989) es que el analista conoce la fecha en
que se produjo el (nico) cambio estructural.

e No obstante, esto no siempre es factible.

e Zivot y Andrews (1992) proponen una prueba de rafz unitaria similar a la de Perron, pero que
asume que el momento del cambio estructural es desconocido.
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Las pruebas de cambio estructural de Zivot y Andrews

Una hipétesis nula, tres alternativas

Yt = pt Y1+ €& (nula)
Yr = ag + ,uthL + ot + € (alternativa A)
Y = Qo + aot + ,uthT + € (alternativa B)
Yr = ag + ,uthL + aot + ,uthT + € (alternativa C)

Para implementar la prueba de Zivot y Andrews se siguen estos pasos:

Paso 1 Se estima la regresién correspondiente al modelo

P
Ay = og + aye—1 + gt +M2D,L,L + ZﬂiAyt—1 + €
i=1
P
By = ap + a1ye—1 + st + uthT + Z BilAy;_1 + €
i=1
P
Cye = ap + onye—1 + ast +uaDf + p3Df + By 1+ &

i=1
donde los términos DF y DI dependen de la proporcién de datos A anteriores al cambio estructural:

DE(N) = I(t > \T) D] = max(t — T, 0)

Paso 2 Se calcula el estadistico ¢ de la hipétesis a; = 1:

a; —1

te, =
M se(an)

Observemos que el valor estimado & dependerd de A; por ello, escribimos ¢4, (A)

Paso 3 Se define el punte de quiebre A como aquel valor A que hace méas plausible la hipodtesis
alternativa

A = argmin {t,, (\)}
A€(0,1)

Paso 4 Se compara el valor minimo t,, () con el valor critico de Zivot y Andrews. Si el estadistico
estimado es menor que el valor critico, se rechaza la hipo6tesis nula.



126 CAPITULO 6. CAMBIO ESTRUCTURAL

Cuadro 6.1: Valores criticos de Perron

Modelo A Modelo B Modelo C
1% 5%  10% 1% 5%  10% 1% 5%  10%
A

0.1 -430 -3.68 -3.40 -4.27 -3.65 -3.36 -4.38 -3.75 -3.45
0.2 -439 -3.77 -347 -441 -3.80 -3.49 -465 -3.99 -3.66
03 -439 -3.76 -3.46 -451 -3.87 -3.58 -4.78 -4.17 -3.87
04 -434 -3.72 -344 -455 -394 -3.66 -4.81 -4.22 -3.95
0.5 -432 -3.76 -346 -456 -3.96 -3.68 -4.90 -4.24 -3.96
0.6 -445 -3.76 -3.47 -457 -3.95 -3.66 -4.88 -4.24 -3.95
0.7 -442 -380 -3.51 -4.51 -3.85 -3.57 -4.75 -4.18 -3.86
0.8 -433 -3.75 -346 -438 -3.82 -3.50 -4.70 -4.04 -3.69
09 -427 -3.69 -3.38 -426 -3.68 -3.35 -441 -3.80 -3.46

Fuente: Perron (1989)

Ejemplo 6-3: Pruebas de cambio estructural (continuacién)

E NelsonPlosserData.dta

E Perron1989.py
Zivot y Andrews (1992) también analizan los datos de Nelson y Plosser. Al estimar el modelo
A encuentran

TB (65} t
Real GNP 1929 0.267 -5.58
Nominal GNP 1929 0.532 -5.82

Real per capita GNP 1929 0.494 -4.61
Industrial production 1929 0.290 -5.95

Employment 1929 0.651 -4.95
GNP deflator 1929 0.786 -4.12
Consumer prices 1873 0.941 -2.76
Wages 1929 0.660 -5.30
Money stock 1929 0.823 -4.34

1% 5% 10%
-5.34 -4.80 -4.58

Recordemos los valores criticos

A continuacién vemos cémo replicar los resultados del modelo A de Zivot y Andrews, escri-
biendo un programa de Python.

p
Yo = a0+ onyr1 + oot + e DF + > Bilyi 1+ €

i=1

def ZivotAndrewsA (serie , k=8):
dta = NP[[serie]].dropna()
dta.rename(columns={serie: 'y ’}, inplace=True)
dta[’t’] = np.arange(dta.shape[0])
dta[’'Ly’] = dta[’y’].shift (1)
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dta[’Dy’] = dta[’y’].diff (1)
for j in range(l, k+1):
dta[f’'D{j}ly’] = dta[’Dy’].shift(j)

lags = '+’ .join(dta.columns[—k:])

alvals = pd.Series (0.0, index=dta.index[12:—12])
for tau in alvals.index:

dta[ 'DL’] = (dta.index>tau)
reg = ols(’y ~ Ly + t + DL + ’ + lags, dta).fit()
alvals[tau] = ((reg.params — 1)/reg.bse) [ 'Ly’]

tauhat, tval = alvals.idxmin(), alvals.min()
dta[ 'DL’] = (dta.index>tauhat)
reg = ols(’y ~ Ly + t + DL + ’ + lags, dta).fit()

return {r’$\hat{T} B$’ :tauhat, r’$\alpha 1$’: reg.params[’Ly’], r’$t$’ :tval}
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Capitulo 7

Modelos de estacionalidad

En este capitulo

7.1 Introduccidn . . . . . . . . . 129
7.2 Modelo ARIMA estacional . . . . . . . .. ... ... ... ... ... ... 131
7.3 Ajuste estacional . . . . . ... ..o 136
7.4 Raices unitarias estacionales . . . . . . . .. .. ... ... 140

7.1 Introduccién

Series con estacionalidad

e En una serie de tiempo, estacionalidad es un patron regular de cambios que se repite cada s
periodos.

e Por ejemplo, una serie mensual es estacional si valores altos tienden a ocurrir en meses parti-
culares y los valores bajos tienen a ocurrir en otros meses particulares. En este caso s = 12.

e Para series trimestrales estacionales, s = 4.
e El primer paso para detectar si una serie es estacional es simplemente graficarla.

A iEstacionalidad no es lo mismo que estacionariedad!

129
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Ejemplo 7-1: Pasajeros del aeropuerto Juan Santamaria

E Datos-ARESEP-Pasajeros—-por—-aeropuerto.xlsx

Cantidad de pasajeros del aeropuerto Juan Santamaria, por mes y residencia

200 { — nacionales
—— extranjeros

175 1

150 -

125 +

100 T

75 1

miles de pasajeros

50 -

25 +

2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019

e Un gréfico estacional es similar a un grafico de tiempo, excepto que los datos se mapean
contra la “estacién” en la cual se observan.

e Permiten percibir el patrén estacional subyacente mas claramente.

o Es especialmente ttil para identificar afios en que cambian los patrones.

Nacionales Extranjeros
100 019
018 200
90
180
80 015
160
8 8 019
g 70 koN
© s 018
g g 140 017
60
3 3 618
2 9 120
E 5 E

100
40

80
30

60

Mar Jun Sep Dic Mar Jun Sep Dic
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Miles de pasajeros del aeropuerto Juan Santamaria, por mes y residencia
Ene Feb Mar Abr May Jun Jul Ago Sep Oct Nov Dic

® o
o [S]

nacionales
D
o

o
o

N
=1
S

o
=]

extranjeros

14 18 14 18 14 18 14 18 14 18 14 18 14 18 14 18 14 18 14 18 14 18 14 18

o La temporada “alta” de viajes de extranjeros ocurre entre enero y abril, mientras que
la “baja” sucede en septiembre-octubre.

o Latemporada “alta” de viajes de nacionales es en diciembre y enero, la baja en “febrero”.

7.2 Modelo ARIMA estacional

Modelo ARIMA estacional

e En un modelo ARIMA estacional, términos AR y MA predicen y; usando valores de datos y
errores con rezagos que son miltiplos de s

o Por ejemplo, con datos trimestrales (s=4),
— un modelo autorregresivo estacional de primer orden usa y;_4 para predecir y;, mientras
que uno de segundo orden usa y;_q4,yr—g para ello.
— un modelo de media movil estacional de primer orden usa €;_4 para predecir y;, mientras

que uno de segundo orden utiliza €;_4, €;_g.

e Por ejemplo, si quisiéramos pronosticar el nimero de pasajeros extranjeros que viajaran por el
SJO en agosto 2020, tiene mucho sentido modelar ese valor en funcién del niimero de pasajeros
extranjeros que viajaron por SJO en agosto de afios anteriores.

Ene Feb Mar Abr May Jun Jul Ago Sep Oct Nov Dic

2011 116 105 129 103 83 88 103 103 65 63 78 90
2012 116 108 131 106 82 89 106 106 68 60 79 92
2013 123 110 133 108 85 95 110 113 70 67 84 108
2014 132 121 146 112 93 96 111 117 72 67 85 105
2015 137 123 144 123 97 105 122 130 80 76 101 123

2016 149 142 161 132 108 113 135 139 85 83 102 124
2017 154 145 179 149 119 127 141 143 98 90 117 135
2018 166 161 189 161 127 134 149 156 100 94 120 141
2019 185 170 207 157 128 137 151 156 101 102 122 153

Un modelo estacional puro
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May Jun Jul Ago
2016 Yt—36—1 Yt—36 = 138.7
2017 Yt—24—1 Yt—24 = 1428
2018 Yt—12-1 Yi—12 = 156.0
2019  yi—3 =128.2 42 =137.0 y,—1 =151.4 =156.4

e En general, un modelo puramente estacional puede representarse por

Yt = P1Yt—s T P2Yt—2s ++ + YPYt—Ps+
e +Viei—s +Vogp—os + - +V0Er—Qs

e 0 bien, en términos de polinomios de rezagos

(1—@iLf = —pp L)y, = 1+ 91 L5+ + 9o L¥)e,

Diferenciacion estacional

e La diferenciaciéon estacional se define como la diferencia entre un valor y; y un valor rezagado
un miultiplo de s periodos.

Ay = (1 =L")ye =yt — yes
e Por ejemplo:
trimestral A,y, = (1 — L4) Y = Yt — Yi—4a
mensual Apy, = (1-L")y =y —yi—12
o Noétese que siguiendo esta notacién Ay; = Aqy;. Pero
Aoyr # A2yt
(1-L)y #01-L)y

(1-L*y # (1-2L+L%)y
Yt — Ye—2 7 Yt — 2Y¢—1 + Yr—2

Un modelo ARIMA para observaciones de la misma estacién

e En general, podriamos plantear un modelo ARIMA para observaciones de una sola estacién
(mes, trimestre)
L)ALy, = O(L)e,

o Es usualmente razonable asumir que esta misma relaciéon la cumplen las observaciones de la
estacién anterior

qj(LS)AsDyt—l == 6(L5)5t_1

e En general, los errores de estas relaciones €;, ;1 podrian estar correlacionadas, por lo que en
principio podemos plantear el modelo ARIMA:

®(L)A%, = O(L)¢

donde ¢; es ruido blanco.
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El modelo SARIMA
e Asumiendo que el proceso ARIMA de cada estacién es invertible obtenemos

O(LF)APy, = O(L%)e,
O HL*)P(L) ALy = &
O(L)AO 1 (L*)D(L*) ALy, = d(L) A%,
=0(L)e
(L)P(L*)AT ALy, = O(L)O(L%)e;

o Este modelo se denomina SARIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s.

Algunos ejemplos

« SARIMA(0,0,0) x (0,1,0)4 = SARIMA(0,1,0), =

Ay = €
(1- L4)3/t =€
Yt — Yt—a4 = €

e SARIMA(2,0,0)4 = SAR(2)4
(1 —¥1 L! —¥2 LS) Yt = €t
Yt — P1Yt—a4 — P2Yt—8 = €
o SARIMA(0,0,3)s = SMA(3),4
Yt = (1 + 191 L4 +’L92 L8 +’L93 L12)6t
=€ + V164 + V265 + Vs€ei_12
o SARIMA(0,1,1) x (0,1,1)4

AAyy: = (1+0L)(1 +9LYe
(1-L)1—LYy = (L +0L)(1 +9LY)e,
(1-L-L*4+L%y, = (1+60L+IL* +09L%)¢
Yt — Y1 — Yi—a + Yt—5 = € + Oes_1 +0es_g + 00¢;_5

« SARIMA(1,0,0) x (0,1,1)4

(1—¢L)Ayy; = (1 +9LYe

(1-¢L)(1—LYy, = (1 +9LYe
(1 - L —L* 4oLy = (1 +9LY)e,
Yo — OYs—1 — Yi—a + OYs_5 = € + Vep_y

Identificacién de un modelo SARIMA

e La identificacién de modelos estacionales es mas dificil que la identificacion de modelos no
estacionales por dos razones:



134 CAPITULO 7. MODELOS DE ESTACIONALIDAD

1. Muchas series estacionales exhiben también patrones no estacionales y por lo tanto las
FAC y las FACP estimadas contienen ambos patrones.

2. No hay muchas correlaciones en valores k£ multiplos de s. Por ejemplo, en una serie mensual
podriamos contar Unicamente con k =12, k =24y k = 36

e En la practica, cuando se tienen dudas, se utilizan herramientas que automatizan esta seleccién
de parametros a partir de criterios de seleccién.

Ejemplo 7-2: Estimacion de un modelo SARIMA

¢ El correlograma de la serie de movimientos de pasajeros extranjeros en SJO sugiere que
la serie tiene un componente estacional.

e Al usar una herramienta de seleccion de modelos (statsmodels.tsa.x13.
%x13_arima_select_order en Python) se selecciona el modelo SARIMA(0,1,1) x
(0,1,1)12.

Correlogramas de cantidad de pasajeros extranjeros en SJO
ING

::"Ir!lqttfllhT.n_.. t]l P B | tle o1 1t ?
I R Y

-0.5
Apayr AAray:
1.0
0.5
0.0
-0.5
0 6 12 18 24 0 6 12 18 24
Dep. Variable: 0 No. Observations: 108
Model: SARIMAX(0, 1, 1)x(0, 1, 1, 12) Log Likelihood 194.101
Date: Sun, 24 May 2020 AIC -382.202
Time: 22:03:25 BIC -374.540
Sample: 01-31-2011 HQIC -379.106
- 12-31-2019
coef std err z P> |z] [0.025 0.975]
ma.L1 -0.6110 0.087 -7.030 0.000 -0.781 -0.441
ma.S.L12 -0.7646 0.117 -6.523 0.000 -0.994 -0.535
sigma2 0.0009 0.000 6.348 0.000 0.001 0.001
Ljung-Box (Q): 47.51 Jarque-Bera (JB): 0.23
Prob(Q): 0.19 Prob(JB): 0.89
Heteroskedasticity (H): 1.56 Skew: 0.09
Prob(H) (two-sided): 0.21 Kurtosis: 3.16
Warnings:

[1] Covariance matrix calculated using the outer product of gradients (complex-step).
« El modelo estimado es

(1 -L)(1 — L")y, = (1 —0.611L)(1 — 0.765 L*?)e;
Yt — Ye—1 — Yt—12 + Y¢—13 = €4 — 0.611es 1 — 0.765¢; 12 + 0.467¢;_13
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Los resultados de la tabla anterior muestran que:
o Los coeficiente estimados son significativos.
e Los residuos del modelo...

— parecen no estar autocorrelacionados: el valor p del estadistico @@ de Lung-Box es
0.19.

— parecen ser normales: la asimetria es 0.09, la kurtosis es 3.16, y el valor p de la
prueba de Jarque-Bera es 0.89.

e Por ello, podemos pensar que el modelo estimado es una buena representacion de los
datos.

La expresion
Yt =Ys—1+ Y12 — Ys—13 + € — 0.611e; 1 — 0.765¢;_4 + 0.467¢;_5

puede utilizarse recursivamente para generar pronosticos.
Prondstico de pasajeros extranjeros en aeropuerto SJO

220
200
8 180
(0]
g
@ 160
Qo
[0}
S 140
(2]
2
€ 120
100
80
2015 2016 2017 2018 2019 2020

Pronosticando un modelo SARIMA

 Si expandimos los polinomios del proceso SARIMA(p, d, q) x (P, D,Q)s

B(L)B(L*)A? APy, = O(L)O(L)e,
4 d D

p I q Q

el resultado serd un polinomio de grado p + Ps 4 d + D del lado izquierdo y uno de grado
g + Qs del lado derecho.

e Para horizontes de més alla de ¢ + Qs periodos, la dinamica de estos pronésticos estara gober-
nada Unicamente por la ecuacién en diferencia homogénea

O(L)B(L)AYAP G, =0
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Autoregressive
operator
W1 A/—\A
n ‘*a—
(2) 1-B°

3) (1-B)(1-058"

(4) (1-B)(1-B")

(5) (1-0.5B)(1-B")

(6) (1=-B)(1-B")

(1) (1—-BY(1-B")

Fuente: Box et. al. 2015 Time Series Analysis, p.329

7.3 Ajuste estacional

Ajuste estacional o extraccién de senales
¢ Estos métodos surgieron a mitad del siglo XX para resolver dos problemas:

1. Remover la tendencia de una serie, con el fin de estudiar apropiadamente su autocorrela-
cién.
2. Separar las variaciones estacionales de los demdas componentes de las series.
e Al inicio, se utilizaban métodos deterministicos, pero luego se fueron abandonando en favor de
métodos empiricos basados en promedios moéviles
(Para qué ajustar una serie por estacionalidad?

e El objetivo de lo métodos de ajuste estacional es extraer una senial clara de y;, que permita
identificar con facilidad la verdadera evolucién de la serie

o Si una serie de tiempo tiene mucho ruido (variabilidad) y un componente estacional fuerte,
este ruido afectard a las variaciones inter-periodos o a las variaciones interanuales.

e El ajuste estacional permite hacer comparaciones de un periodo respecto al anterior, remo-
viendo el ruido que introduciria la presencia de la estacionalidad.
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Componentes de las series

Tendencia (T) Es un movimiento de larga duracién que se mantiene durante todo el periodo de
observacion.

Movimientos ciclicos (C) Son oscilaciones alrededor de la tendencia producidos por periodos
alternativos de prosperidad y depresion.

Variacién estacional (S) Son los movimientos que se producen dentro del afio y que se repiten
de un ano a otro.

Movimientos irregulares (¢) Son las oscilaciones erraticas o accidentales que obedecen a variadas
causas. No siguen ningin patrén especifico de comportamiento y por tanto son impredecibles.

Descomposicién multiplicativa

ytZTtXCtXStXGt

e Se utiliza cuando se observa que la amplitud del componente estacional varia en forma pro-
porcional al valor de la tendencia.

e En este caso el componente estacional se expresa como un indice y se interpreta como una
diferencia relativa. Lo mismo ocurre para el componente irregular.

e La tendencia siempre se mide en las mismas unidades que Y;

Descomposicion aditiva

Yy =Ty +C +Si + &

e Se utiliza cuando el componente estacional permanece constante, ain si existen cambios en el
nivel de tendencia.

e En este caso el componente estacional se expresa en las mismas unidades que Y;, al igual que
ocurre con el componente irregular.

e La tendencia siempre se mide en las mismas unidades que Y;

Series derivadas

Serie desestacionalizada

Se obtiene cuando a la serie original se le elimina el componente estacional:
Tt X Ct X St X €¢

yp = =T, xCy x €
t St t t t

Serie tendencia-ciclo

Se obtiene cuando se elimina el componente estacional y el irregular de la serie original:

tic,_TtXCtXStxft

=T, xC
Yt StXGt t t
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Métodos actuales para la estimacion de componentes

Basados en medias moviles
Basados en modelos

e Son empiricos : .
o Proveen medidas de bondad de ajuste

e La estimacion de los componentes es lo- sobre la estimacién de los componentes.
cal a través de promedio méviles centra-

dos de distintos tamafios e Permite obtener pronésticos de los com-

ponentes.
o Las revisiones estan sujetas a la bondad

del pronéstico o Minimiza las revisiones.

e Minimiza el riesgo de induccién de pro-
piedades espurias.

Linea de tiempo: programas de ajuste estacional

1967 X11, filtros ad-hoc, Julius Shiskin, US Bureau of the Census

1980 X-11 ARIMA, Statistics Canada

1997 X-12 ARIMA, US Bureau of Census

2012 X-13 ARIMA-SEATS, US Bureau of Census x13as

1992 TRAMO y SEATS (prueba), métodos estocésticos

1998 TRAMO y SEATS, Banco de Espana

2001 TSW, Banco de Espana

2012 JDEMETRA+ Eurostat jdemetra+

2014 TSW+, Banco de Espana


http://www.census.gov/srd/www/winx13/index.html
https://ec.europa.eu/eurostat/cros/content/software-jdemetra_en
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Descomposicion multiplicativa de la serie de pasajeros extranjeros en SJO, X13as

Series original, ajustada por estacionalidad, y tendencia-ciclo

—— Serie original
—— Serie ajustada por estacionalidad
——— Serie tendencia ciclo

200

Factor estacional

1.25
1.00
0.75

Componente irregular

1.25
1.00
0.75

2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019

Factores estacionales de 2019

Oct Dic

Nov

Ene Feb Mar Abr May Jun Jul Ago Sep

e La temporada “alta” ocurre entre enero y abril.
o En marzo, el trafico de pasajeros es 40% mayor que el valor de tendencia-ciclo.
e La temporada “baja” es entre septiembre y noviembre.

o En octubre, el trafico de pasajeros es 33% menor que el valor de tendencia-ciclo.

139

Ejemplo 7-3: Descomposicion de la serie pasajeros extranjeros en SJO, usando X13
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Tasa de crecimiento interanual

—— Serie original
0 T Serie tendencia ciclo

Tasa de crecimiento de la serie tendencia-ciclo

20
—— Mensual, anualizada
——— |Interanual
10
0
2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019

e La tasa de crecimiento interanual no tiene el ruido que presenta la tasa de crecimiento
interanual de la serie original.

e Dado el fuerte componente estacional, la tasa de crecimiento mensual de la serie original
es un pobre indicador del estado de la actividad.

e Al realizar cdlculos con la serie tendencia ciclo encontramos:
— la tasa de crecimiento interanual es de magnitud similar a la tasa de crecimiento
mensual anualizada.
— la tasa interanual presenta un desfase respecto a la mensual anualizada.

— este desfase se debe a que la interanual es una media movil de la mensual y sus
altimos 11 rezagos.

7.4 Raices unitarias estacionales
Diferenciacién estacional y raices unitarias

 Si para modelar una serie estacional es necesario aplicar el operador A, = (1 — L*), entonces
la serie original tiene una raiz unitaria estacional: 1 — 1° = 0.

e Pero 1 no es la tnica raiz de 1 — L®: al ser este un polinomio de grado s, tiene exactamente s
raices (no necesariamente todas reales):

Zp=en ' k=0,1,...,s
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cos (A7) + isin (&7) cos (A7) + isin (&)

o bien, usando la férmula de Euler

(2k7r> . (2k7r)
=cos| — | +isin | —
n n

Todas estas raices estan equidistanciadas en la circunferencia unitaria.

Mensuales Trimestrales

YT R

Pruebas de raiz unitaria estacional

La literatura provee varias pruebas para detectar raices unitarias.

Una de ellas es la prueba de Dickey, Hasza y Fuller (DHF, 1984), la cual es una extensién de
la prueba Dickey Fuller:

Yt = PYt—s T €t
Yt — Yt—s = (P - 1)yt—s + €
Ayt = VYi—s + €&

Al igual que en la prueba DF, la hip6tesis nula es v = 0 contra la alternativa v < 0, aunque
los valores criticos son distintos.

Una limitaciéon de esta prueba es que no es apropiada para diagnosticar la presencia de las
otras raices unitarias estacionales.

Existen otras pruebas de raices unitarias estacionales

La prueba HEGY de Hylleberg, Engle, Granger, y Yoo (1990)
La prueba de Kunst (1997)

— La prueba OCSB, de Osborn, Chui, Smith y Birchenhall (1988)
— La prueba CH, de Canova y Hansen (1995)

Sin embargo, no estudiaremos estas pruebas en este curso.

Referencias del capitulo 7

Box, George E. P. y col. (2016). Time Series Analysis. 5* ed. Wiley. 1SBN: 978-1-118-67502-1.
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Parte 11

Métodos para el analisis conjunto
de varias series de tiempo
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Capitulo 8

Introduccion a la estimacion de
sistemas de ecuaciones

En este capitulo

81 Motivacidn . . . . . . .. 145
8.2 Elmodelo SUR . . . . . . . . . . 148

8.1 Motivacion

;Cémo afecta el dinero al producto? Keynesianos vs Clasicos'

Cuando la oferta de dinero aumenta, el empleo y el producto real...

N Keynesianos
no se ven afectados. también aumentan.

En palabras de Lucas (1996):

Esta tension entre dos ideas incompatibles —que cambios en dinero son cambios
neutrales de unidades, y que inducen movimientos en empleo y produccién de la misma
direcién—ha estado en el centro de la teorfa monetaria al menos desde Hume (1752).

Un econometrista al rescate
e Para resolver este problema, un econometrista estima el modelo
Yo = Y+ oMy + rmy_1 + CoZp + C12e—1 + Uy
donde m es dinero, y es producto, z una variable de control.
e Si ag = a3 =0, los keynesianos estarian en problemas.

e Siap >0, los clasicos estarian en problemas.

IBasado en Walsh (2010, ch.1)

145
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Una regla de politica monetaria
e Suponga que el banco central desea estabilizar el producto alrededor de .
e Para ello fija la oferta de dinero asi:

m; = argminE (y; — 7)*

me

. 2
= argminE (agmys + agmi—1 + coze + c12e-1 + uy)

me

aq (&1
=M1 — —2Zt-1

7)) &%)

donde se supone que el banco central espera E z; = 0.
e La regla de politica seria

My = TiMy—1 + TaZe—1 + V4

Otra version de los hechos
Ahora suponga que el producto real depende solo de cambios sorpresivos en la oferta de dinero vy:

Yo = G+ dovy +dizg +doze—1 + ug

Pero la regla de politica implica v; = m; — myms_1 — T22¢;—1. Entonces:

yr =G+ do[my — mmy—1 — mazi—1] + dize + doz—1 + wy

=y +doms — domime—1 + dize + (do — doma)ze—1 + ut

Un econometrista en problemas
El econometrista compara los dos modelos:
keynes y; = ¥+ cgmy + army_1 + coz + c12e—1 + Uy
clasico y, = g+ domy — domymy—1 + d1z + (do — doma)ze—1 + Uy

o La estimacion de la regresion no puede distinguir entre las dos hipétesis propuestas: los modelos
resultan en regresiones observacionalmente equivalentes.

e Los parametros estimados pueden depender de la regla de politica.

o Asi, el gjercicio estarfa sujeto a la critica de Lucas (1976): no podemos predecir qué pasaria si
cambia la politica, porque el modelo podria no ser invariante a la politica misma.

Un econometrista con mas problemas
e Suponga que el econometrista se conforma con estimar el modelo
Y¢ =Y+ oMy + a1mMy—1 + Co2p + C12e-1 + Ug
y que z; es el déficit fiscal.
e Si 7 es la tasa impositiva media y el gasto publico g es constante, entonces:
2t =0Tl

e En este caso, estimar el modelo por OLS resulta en estimadores sesgados e inconsistentes!
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Nota: Sesgo de simultaneidad

o Considere el modelo

Cr=a+pY:+e¢
Yi=Ci+1I;

» Esto implica que Y; = (itlﬁt + 13-

e Si se estima la primera ecuacién por OLS, la estimacion serd inconsistente porque

Cov (Y3, ¢;) = Cov <1€_t5,et> = ﬁ Var (e;) # 0

Un modelo de ecuaciones simultianeas (VAR estructural)

e Dado que en modelos macro las variables son endégenas, es necesario considerar un sistema
de ecuaciones.

1 —ap —co| |yt g 0 a1 c| |y U
0 1 0 my| = of+ 10 T T2 me—1| + |V
T 0 1 2t g 0o 0 O Zt—1 0

e Su estimacién exige imponer (muchas) restricciones. Por ejemplo, acd imponemos la restriccion
de que z; no afecta a m; en el mismo periodo.

Resolviendo el sesgo de simulateidad
Segtin Sims (1980, pp.14-15)

Debido a que los grandes modelos existentes contienen demasiadas restricciones increibles, la
investigacion empirica dedicada a probar teorias macroeconémicas alternativas con demasiada
frecuencia procede en un marco de una o pocas ecuaciones. Esta razon es suficiente para que
valga la pena investigar la posibilidad de crear grandes modelos en un estilo que no tienda a
acumular restricciones tan caprichosamente... Debe ser factible estimar modelos macro de gran
escala como formas reducidas sin restricciones, tratando todas las variable como enddgenas.

Un vector autor-regresivo (VAR)
Asf, lo que Sims (1980) propone? es estimar

_ Yy
Yt =Y+ an1ys—1 + aromy—1 + 1321 + Uy

- m
My =M + d21Yr—1 + QaaMy—1 + Q2321 + Uy

= z
2t = Z+ a31Yt—1 + a32Mmy—1 + a332i—1 + Uy
e Este es un modelo reducido: Las variables y;, m¢, z; no interactuan contemporaneamente.

e También es un modelo SUR: todas las ecuaciones tienen los mismos regresores; los errores estan
correlacionados.

e Alser un modelo SUR con regresores idénticos, puede estimarse con OLS ecuacidén por ecuacion.

2El modelo original de Sims es de 6 ecuaciones; aca solo ilustramos la propuesta.
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El curso
En la segunda parte de este curso aprenderemos:

¢ la teoria bésica de estimacion de sistemas de ecuaciones.

¢ la distincién entre modelos estructural, recursivo, y reducido.
e la estimacién y uso de los modelos VAR y VECM.

e el concepto de integracion.

e el uso de herramientas analiticas:

— la causalidad de Granger,
— las funciones de impulso respuesta,
— la descomposicién de varianza,

— los pronoésticos.

8.2 El modelo SUR

Introduccién
e Hay modelos uniecuacionales que aplican a un grupo de variables relacionadas.
e Ejemplos:
— Modelo CAPM
Tie — Tpe = 0 + Bi (Pare — Tpe) + €t

— Modelos de inversion
Iiy = Bri + B2iFir + B3iCir + €

e Como los errores €;; de las distintas ecuaciones pueden estar correlacionados, es preferible
considerar los modelos de manera conjunta.

Modelo de regresiones aparentemente no relacionadas (SUR)
e En este modelo se presentan un grupo de variables dependientes, pero NO simultdneas.
e (Cada ecuacién puede tener sus propias variables explicativas o éstas pueden ser las mismas

para todas las ecuaciones.

El modelo SUR: ecuaciones no simultaneas

Las ecuaciones del sistema son
yi=x181+e

Yo = X2 B2 + €

Yar =Xm Bm +em

que se pueden expresar como

yl X1 0 e O 51 €1
Vo 0 x99 ... 0 5o €2
L= . R s

Ym 0 0 XM 5M €M
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El modelo SUR: errores correlacionados
Se asume que perturbaciones de distintas observaciones no estan correlacionadas, aunque las per-
turbaciones de distintas ecuaciones si pueden estar correlacionados:

E [6169|X] = 0'1;]'[

o bien
011_[ 012I e Ul]V[I
, 021[ 022_[ e G'QMI
Elee'| x] =
Q .
O’le (TMQI CT]WMI
Xl

Nota: El producto Kronecker

e« SiA= {i Z} y B son matrices, el producto Kronecker se define por

Ao B [aB bB}

cB dB

o Algunas propiedades importantes:
(A B) =A@ B’
(A B)'=A"1® B!
(A® B)(C® D) = (AC) ® (BD)

Estimacién de un modelo SUR
El modelo SUR

Y=xp+¢
Ele|x] =0
Var[e|x] =Q=X®1I

supuestos del modelo genera-
lizado de regresion lineal!

puede ser estimado por FGLS:
BGLS _ I:X/ Qfl X} -1 X/ Qle
—[KEe)'x] 'K (Ee) Y

Caso especial del modelo SUR

e Si todas las regresiones tienen los mismos regresores, estimar el sistema SUR por GLS es
equivalente a estimar ecuacién por ecuacién con OLS.

o FEste resultado justifica que un VAR sin restricciones se estima ecuacion por ecuacién con

OLS.
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SUR: las regresiones tienen los mismos regresores

En el caso especial x; = --- = x); = X tenemos
0 x2 ... O 0 X ... 0
X = ] = i =I®X
0 0 XM 0 0 X
y el estimador GLS es
ﬁGLS [ / E ® I ] IX/(Z ® I)—lY
— [(TeX)Ee ) ' (TexX)]  IeX)(Sal) 'Y
[1®X (D~ ®1)(J®X)}‘1(I@X’)@*@I)Y
— 2 le X)) [EleX]Y
- e (X0 [ o X] Y
=[I®( XY
=[I®( 1X’] Y
(X’X) X 0 0 vi
0 (X'x)~Ix/ ... 0 Vo
i 0 0 o (XXX |y
(X)X, | A0
| @xowy, ||
(X'X) "Xy BOFS
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Capitulo 9

Sistemas de ecuaciones simultaneas

En este capitulo
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9.2 Identificacién . . . . . . . . . . .. 154
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Introduccién

e En Economia, muchas de las teorfas se construyen como modelos de ecuaciones simultaneas

e Ejemplos:

Un modelo de oferta y demanda Un modelo de demanda agregada

qf =ao+a1pt+a2xt+Ef Cy =ap+a1Y: + et
q; = PBo + Bipe + € I = B0+ 1 (Ve — Yic1) + e
@=a¢=q Y,=Ci+ L +G:

Modelo de ecuaciones simultaneas

e En este modelo se presentan un grupo de variables dependientes que se determinan simulté-
neamente en un sistema de ecuaciones.

e Se asume que existen tantas ecuaciones como variables dependientes en el sistema.

9.1 Representacion
Modelo en forma estructural

o Hay K variables exégenas, M enddgenas, y M ecuaciones.

e Se cuenta con T observaciones de cada variable.

151
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MY + o F YamnYem + Bz + -+ BriTik = €n
T2y + -+ Yameyem + Braxin + - 4 BroTik = €2

MimYe o Y myem + BT o+ BTk = €m

Ecuaciones en forma estructural: Matrices
Escribimos las ecuaciones como y;I" + 2} B = €}:

Y1 oo V1M Bin .. Pim
1 ... yML + [z ... xK]t = [a

. YML - VMM
I

EM]t
Brk1 .. Brwm &
B

En las matrices I' y B, cada columna corresponde a una ecuacion, y cada fila a una variable.

Modelo en forma estructural: Matrices
Juntando todas las observaciones y;I' + x} B = €} obtenemos

nl +a1B = e

TraBd i rB) 4] [w] (4] [4

yol' + 258 = € s 5B €h 5 Th €5
=1 . |+ . =|.|=|.|T+|.|B=

vyl + 20 B = ép yrl xp B €r Yr a7 €r

Modelo en forma reducida
Postmultiplicando la forma estructural por I'"! tenemos

yi T + 2B = €, YI'+XB=EF
yI'T™ '+ 2Bl =, ) YIT '+ XBr ' =Er!
, , , o bien
Yy — x L = vy Y- XII=V
yp =zl + v} Y=XII+V
donde hemos definido II = —BI'™! como los pardmetros reducidos del sistema, y v; = e, 1.

Forma Reducida

Y =XII+V

Ejemplo 9-1: Forma estructural y reducida del modelo de oferta y demanda

Un modelo de oferta y demanda

qf :060+041pt+0¢2$t+€(ti
q; = Bo + Pip: + €
a@'=q =q
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Su forma estructural es

[Qt /pt] |:_}11 _]-ﬂl:| + []. xt] |:_O‘0 —OBO:| = [e? /Gf]
v, -

/ —Q2

Ty B ¢

Note que cada columna de T y de B corresponden a una ecuaciéon del modelo.
Asi,r:[l 1}:1‘*1— L [ﬁl 1}

-1 —B T Bi—a1 [—ap -1
Los parametros reducidos son:

D= —_Br? 1 [Olo ,30] [ B1 1 ] _ 1 [040,31 —o1fo  ap — 50}

T Bi—a1 |as 0 —a; -1 Br—ay aszf1 Qo

y los shocks reducidos son:
r_ =1 _ 1 d B1 1) _ 4 d d
vy =l = Bl—oq [ef €] |: _1i| = Bri-a1 [Bref —are; e —¢€f]

por lo que la forma reducida es:

o981 _ap B1—oq B1—aq
B1—aq B1—aq vy
IT

«10?1*%30 go*ﬂo

= = d d

e pd=[1 xt]{ e 1}+[ﬂ1etalez =d ]
/

La forma reducida corresponde a la cantidad y precio de equilibrio:

d s

* _ agBi—ai1fBo o281 Biep —aie;
— x

4t B1—a1 + Br—ayr 't + B1—a1

T11 21 V]

d__s
C =Cx
B1—a1

vo

pf gf:sg + ﬁla—zal T +
T2 UOD

A partir de la forma reducida, es facil calcular el efecto de shocks o de cambios en variables ex6genas

sobre las endégenas. Por ejemplo:

9q; o
—ag Oes T Bi—an

Nétese que a partir de la forma reducida, el efecto de una variable exdgena es observable (es un
pardmetro reducido), no asi el efecto de un shock estructural (estd combinado con los demds shocks
estructurales en el shock reducido).

Ejemplo 9-2: Forma estructural y reducida del modelo de demanda agregada

Un modelo de demanda agregada

Ci=ag+a1Y; + €1y
I =Bo+ 51 (Y —Yi1) + e
Y;ZCt'f‘It‘f‘Gt
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Su forma estructural es

1 0 — Q7 Ot — Q) 0 0 1 €1¢
0 1 =B |Li|+|-Bo Br O0[|Yi1| = |exn
-1 -1 1 Y: 0 0o -1 Gy 0

Como tomamos la transpuesta, note que cada fila de I y de B’ corresponden a una ecuacién

del modelo.
, 1 0 -a 1- 81 @il o
Asi, r'—|o 1 |l et 1| = B
’ =1 = . == ! 1 *

Los parametros reducidos son:

ALY B [1 73161 . flal zi] [‘;8 7%1 g}
1=A1 1 1 1 0 0 1

a apg — aghy + @189 —a181 ay

= T1-a;-B1 [aoﬂljoli?l;oalﬁo allilﬁ; B1 ﬁll]

y los shocks reducidos son:

o 1 1351 1 1 0;1 €1t
v = €t = T—a;—PB1 [11 _10‘1 /11 €§t

2 531*131)5(1t+a1)52t
= Ty —p; |Pre1e + (1 —aj)exy
1=e1=h1 €1t + €2t

por lo que la forma reducida es:

Ct a ag — agB1 + a1Bg —a1P1 ay 1 1 (1 = B1)ert + ajezy
Lt | =1—a1-p7 aoﬁl‘joﬁfgoalﬂo allilﬂ;ﬁl ﬁll th—tl i1 =B ﬁlflteirtqrz;zl)fzt

La forma reducida corresponde al consumo, inversion, e ingreso de equilibrio:

— 3 3 3
Ccl =20 @of1+ﬁf¥1f0, 16 Yio1 4 1=

1 (I1=Bylerptageat
T—a1-B1 T—a;—B1 5 Gt T—a1—B1

a
g —

* _ agB1+Bo—alBy 4 «181-F 81 Breig+(1—aj)egy
I = T—a;—B1 + Tmar—Ar Yio1+ T—aq—B1 G + 1—a;—B1

e1tteat
G+ =& =%

Yt* _ _agtBo  _ B1 e Yo + =

1
1-—a1-p1 1—ag— a1 —B1

Asi, el multiplicador del gasto publico es:

oYy 1
0G, 1—ai1—p1

De nuevo, observe que los shocks reducidos son combinaciones lineales de los shocks estructurales.

9.2 Identificacion

Identificacion

o El problema de identificacion en ecuaciones simultdneas se refiere a como obtener los pardme-
tros estructurales B,I', Y a partir de los parametros reducidos 11, §2.

II=-Br! B ="
= I'=?
Q= (1) 2r! > =?

e No es un problema de estimacion, sino de resoluciéon de un sistema de ecuaciones no lineales.
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Identificacién (cont’n)

o Considere la matriz F # I, y defina I’ = 'F y B = BF. Entonces

YI'+ XB=F (estructura verdadera)
YT+ XB=E (estructura falsa)
= — B
, ' ' = —BFF 1!
e Pero ambas tienen la misma forma reducidal: .
=—-BI'"
=1
e Decimos que las estructuras son observacionalmente equivalentes.
Identificaciéon: contando parametros
pardmetros estructurales pardmetros reducidos
r M?
B KM I KM
M(M+1) M(M+1)
% 2 Q 2
Total: M (142K + 3M) Total: M(1+2K + M)

Para identificar los parametros B,I", 3 a partir de II, Q) tenemos:

M(1+2K+3M) — YL(1+2K+ M) = M?

Identificacién de la ecuacion j

Dado que tenemos mas pardmetros estructurales que reducidos, es necesario tener informacién no
e normalizaciones o restricciones lineales

muestral: « identidades e restricciones en varianza

¢ exclusiones

Identificacién via restricciones lineales por ecuacion
La forma estructural puede escribirse como Az; = ¢;:

[y ]
Y1 - M1 B oo Bra : €t
Mz oMz Pz Bra |y, | | e
Tt1 N
Yiv - ymm B oo Brwm] | ctM
| TtK |

Algunos de los parametros de la fila j: [’ylj oYMy By - BK]-} estan restringidos porque:
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» una variable endégena estd normalizada, €j: v;; = 1

 alguna variable estd excluida, ej: y3; = 0 o bien 85 =0

o dos variables tienen el mismo coeficiente, ej: B2; = B3;
Restriccion de normalizacion

La mas sencilla de las restricciones es la mormalizacion: en cada ecuacion, el pardmetro de una
variable (usualmente endégena) es uno.

Ejemplos:
Un modelo de oferta y demanda Un modelo de demanda agregada
1¢¢ = ap + a1pr + aszy + €l 1C; = ao + Vs + ez
1q; = Po + Bips + € 1L = Bo+ B1 (Ye — Yi1) + €2t
@ =q Vi =Ci + I + Gy

Restriccion de exclusion
La exzclusidn se refiere a que alguna variable del modelo no aparece en cierta ecuacién (es decir, su
coeficiente es cero en esa ecuacion).

Ejemplos:
Un modelo de oferta y demanda Un modelo de demanda agregada
af = a0 + a1pt + azwe + € Ct = oo + 01Y; +0Y:_1 + 0Gy + 0L + €1
q; = Bo + P1pt + 0zt + €f It = Bo + B1 (Ye — Yi—1) + 0Gt + 0Ct + e2¢
9 = q Y;=Ci+ It + Gy

Restriccion de combinacién lineal de parametros

En este caso, una combinacion lineal de pardmetros es conocida. El caso méas sencillo es cuando dos
pardmetros son iguales.

Ejemplo:

Un modelo de demanda agregada

Ci=ao+o1Y: + €1t
It = Bo+ B1Ye + (—B1)Yeo1 + €2
Y, =Ci+ I, + Gy

es decir, en la ecuacién de inversion la suma de los parametros de Y; y de Y;—1 debe ser igual a cero.

Nota: El rango de una matriz

o El rango de una matriz A de tamafio M x N se denota por rango[A] y se define como
el ntimero de filas (o columnas) que son linealmente independientes.

e Necesariamente, se cumple que

rango[A] < min {M, N}

o Sirango[A] = M, decimos que A tiene rango fila completo.
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o Sirango[A] = N, decimos que A tiene rango columna completo.

La condicién de rango
Sea A; la matriz formada por aquellas columnas de A en las que la ecuacioén j tiene restricciones.

Condicién de rango

La ecuacién j esta idenficada si y solo si la matriz Aj tiene rango fila completo; es decir

rango {AJ} =M

Esta condicién es necesaria y suficiente.

La condicion de orden
Note que para que se cumpla la condiciéon de rango, es necesario que A; tenga al menos M columnas.

Condicién de orden

Para que la ecuacion j esté identificada, es necesario que el nimero de restricciones en tal ecuacién
sea mayor o igual al ntimero de variables enddgenas del sistema (= al nimero de ecuaciones).

Esta condicién es necesaria pero no suficiente.

Clasificacién de ecuaciones

Condicién de orden Condicién de rango
Sobre-identificada Se cumple con desigualdad Se cumple
Exactamente identificada Se cumple con igualdad Se cumple
Sub-identificada alguna condicién no se cumple

e Se dice que esta identificada s6lo si esta “sobre-identificada” o “exactamente-identificada”

e Solo las ecuaciones identificadas pueden ser estimadas

Ejemplo 9-3: Identificacion en el modelo de oferta y la demanda

En el ejemplo 9.1 encontramos esta forma estructural para el modelo de oferta y demanda
] I R | il I T
que puede escribirse también como
SRS
|

Tt

Entonces
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no cumple condicién de orden, por lo tanto es no-identificada.

Demanda A; = B

Oferta A4, = B _8‘2} cumple condicién de rango si y solo si ag # 0.

En conclusion, podemos estimar la oferta siempre y cuando la demanda efectivamente de-
penda de x;. La demanda no puede ser estimada.

Ejemplo 9-4: Identificacion de un modelo de demanda agregada

En el ejemplo 9.1 encontramos esta forma estructural para el modelo de oferta y demanda

Cy
1 0 —a1 —ag O 0 Iy -
_|0 1 -5 —Bo B1 O Y:
Az = -
T -1 0o o 1|1 o
Yi 1
Gt

En este caso las matrices de restricciones de las ecuaciones 1 y 2 son idénticas:
1 0 0 O }

Ai=A4A,=0 1 B O
-1 -1 0 -1
Ec. consumo ¢ Tenemos rango [Al] =3 = identificada.

e A; tiene 4 columnas pero 3 filas = sobre-identificada.

Ec. inversion e« Dado que A; = Aj, sabemos que esta ecuacién también estda sobre-
identificada.

Ec. ingreso e Es una identidad = no hay nada que estimar.

El modelo recursivo:
Un sistema de ecuaciones no simultdneas

=11 +e
Yo = &' B2 + v12y1 + €2

ym =2 By +vimyn o F ym—1,MYM—1 + €m

[y1 Y2 ... yM} . . . +l‘l[—ﬂ1 —B2 ... —ﬂM]Z[El € ... EM]
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El modelo recursivo:
El término de error

]Eej =0
Ee? :UJQ-

o 0 0

) 0 o3 0

E[Gtﬁt] = . .
0 0 o3,

Contando parametros del modelo recursivo

parametros estructurales pardmetros reducidos
M(M—1
T ( / )
B KM IT KM
M(M+1)
by M Q —a
Total: M(1+2K + M) Total: M(142K + M)

Asi, para identificar B,I", ¥ a partir de II, 2 tenemos:

MA+2K+M) — L1 +2K+ M) =

PR . exceso de parametros
de incégnitas # de ecuaciones

es decir, el sistema esta exactamente identificado
Ejemplo 9-5: Identificacién de un SVAR(1)

e Considere el modelo

[1 ¢] [»Tt] . {511 521] |:xt—1:| + |:€xt:|
v 1] |ye]  |Piz Bez| |y €yt
y &

o Hay 2 ecuaciones pero cada una tiene tinicamente una restricciéon (la normalizacién),
por lo que la condicién de orden no se cumple = ninguna ecuacién esté identificada.

e Para poder estimar este modelo, seria necesario anadir nuevas restricciones.

e Suponga que estamos dispuestos a asumir que los errores no estan correlacionados y
que z; no responde a y; contemporaneamente:

2
Varle;] = [UOI 002] $p=0
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Si Q es la varianza de los errores de forma reducida, entonces
w? pwiwa] [ 1 0]fe2 O][1 —vy
poiwy  ws | |=y 1][0 oZ][0 1
_[ —0>
= |e 2t

Asi, conociendo Q) (estimado a partir de la forma reducida), los pardmetros estructurales
estarian identificados!

Q

. N S

o Antes de continuar, observe que
_[w? wia 1 0][e2 01 —vy
Q= 5| = 9
w12 W3 —y 1(]0 g, 0 1
| o 0| —70og
- |—yoz oy |0 gy

e Es decir, hemos descompuesto 2 como el producto de una matriz triangular inferior y
su transpuesta:
Q=LL

e Toda matriz simétrica semi-definida positiva puede ser descompuesta asi.

o Esta es la descomposicion de Choleski.

9.3 El término de error: plim vs E

Supuestos acerca del término de error: esperanza

Forma estructural Forma reducida
E [e;]x¢] = 0 E [ve|zy] = (rfll)’ozo
E [ei€)|x]) = 2 E[nyjlz] = (L7 S0t =Q
E[etel |y, z5] =0 E [ |z, x5) = (D71) 001 = 0

Nota: plim

o Una secuencia {X,,} de variables aleatorias converge en probabilidad hacia la variable
aleatoria X si para todo ¢ > 0

Convergencia en probabilidad

lim Pr(|X, — X|>¢€) =0

n—o0
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o Para denotar que {X,,} converge en probabilidad hacia X escribimos
X, 5 X obien plimX, = X
Propiedades de la convergencia en probabilidad

torias. Entonces:
e plimc=c
e plimcX,, = cplim X,
o plim (X, +Y;,) =plim X,, + plimY,
o plim (X, Y,) = (plim X,,) (plimY},,)

i plimg<Xn) =g (pthn)

Sean ¢ una constante, g() una funcién continua, y X,,,Y,, dos secuencias de variables alea-
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Supuestos acerca del término de error:
limite de probabilidad
Si suponemos que

plim (+E'E) =%
plim (£X'X) =Q
plim (%X'E) =0
Tenemos que
1 Y’ rou+Q I Q
plim | = | X v X V]|= QII Q U
V! Q 0 Q
Supuestos acerca del término de error:
limite de probabilidad
Forma estructural Forma reducida
plim (LE'E) =% plim (V'V) = (I171)'srt =
plim (£ X'X) =Q plim (£ X'X) =Q

plim (+X'E) =0 plim ($X'V) =0I~' =0
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9.4 Estimacion
Métodos de estimacién

e Se clasifican en métodos indirectos y métodos directos.

o Los directos se clasifican en dos grupos:

Métodos de informacién limitada Métodos de informacién completa

« OLS e 3SLS

e IV o FIML
e 2SLS « GMM
« GMM

o LIML

Consistencia de OLS de la forma reducida
El estimador OLS de las pendientes 11 es consistente

plim IT = plim {(X'Xf1 X’Y]
= plim | (+X'X) " £XY|
= (plim 2X’'X) " plim (£ X'Y)

=Q™'(QM)
=TI

El estimador MCO de la varianza () también es consistente
plim Q0= plim [% V/V]
N/ .
= plim [; (v - x11) (v - XH)]
= plim (%Y’Y) — plim (%Y’Xﬁ) — plim (ﬂ’%X’Y) + plim (f[’%X’XlZI)

=1I'QU+Q — (I'Q)IT — II' (QII) + I (Q) II
=

Minimos cuadrados indirectos (ILS)

e Es posible estimar IT y € consistentemente con OLS, pero estos parametros no son de interés
(excepto para proyectar Y |X).

+ No obstante, si el sistema estd identificado, se puede usar Minimos Cuadrados Indirectos (ILS),
que consiste en estimar IS, BILS y 31118 e funcién de 1108 y QOLS,

e Propiedades:

— factible pero ineficiente

— puede haber més de una solucién (si estd sobre- identificado).
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Minimos cuadrados ordinarios (OLS)
Escribimos la ecuacién j como

yi =Y+ XiBj+ e = [Y; X]|:BJ:|+€J_Z(S €

Estimador OLS

( Zj)flz'-yj
= (22;)7" 25(2;0; + ¢;)
5+ (252;) " Zbe;

/ le.
P Y'Y, YX} {Yjej]

X’Y XX X'e;

OLS es inconsistente porque plim [%YJ' ej] # 0 (sesgo de simultaneidad)

Caso particular: Modelo recursivo
En el modelo recursivo donde T es triangular y 3 es diagonal,

Y1 = 37/,31 + €1
Y2 = OE//32 + Y121 + €2

YMm = IlﬂM +YimMYy1r + o+ YM—1,MYM—1 + €M

OLS es consistente y eficiente, porque no hay sesgo de simultaneidad:

Cov [y1,€e2] = Cov [2'B1 + €1,€2] =0
Cov [y1, e3] = Cov [x'ﬂl + 61763] =0
Cov [yg, 63] = Cov [x/ﬂz + v12Yy1 + €2, 63] =0

y asi sucesivamente.

Variables instrumentales (IV)

o Para la ecuacion y; = Y;v; + X;8; +€; = Z;0; + ¢; suponemos que existe matriz W;
T x (M, + K;)
tal que:
plim (%W;ZJ) = EWZ (instrumento correlacionado con regresores)
phm (%WJIW]) = ZWW (instrumento tiene varianza ﬁnita)
plim (%W;ﬁj) = (instrumento NO correlacionado con errores)

Estimador IV

5 = (W;Z;)" Wiy
=&+ (3W;2;) " (3Wje;)
IV es consistente porque plim [%W;e]] =0
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Minimos cuadrados en dos etapas (2SLS)
Consiste en usar como intrumentos para Y; los valores ajustados por la regresién de Y; en todas las
X’s del sistema.

Etapa 1 Ajustar Y; por OLS usando todas las X

~ OL
Y;

P X1, = x (x'x) T Xy,

~ OLS

Etapa 2 Usar IV con W = [Y] X]:

Estimador 2SLS

Yo} ~ OLS =1

0 LS 0 AIOLS
Y, Y, Y X Y/ oy
Xy, XX X'y,

Si no hay autocorrelacion ni heteroscedasticidad entonces 2SLS es el estimador IV mas eficiente
usando solo la informacién de X

Ejemplo 9-6: El Modelo Klein I

E TableF10-3.txt

~ 2SLS
& =

E klein-model.do
En 1950 Klein estimé este modelo (conocido ahora como el modelo I de Klein) con datos
anuales de 1921 a 1941%

Cy =ap+aiP+asP i +as(Wpe +Wae) + en
Ii =0+ p1P+ BoPi1 + P3Ki—1 + €2

Wpi =y +71Xs +72Xi—1 +73A4; + €3t

Xt = Ct + It + Gt
Py =Xy —Ty — Wpy
Ky =Ki 1+

o Las variables ex6genas son:

— G = gasto (no salarial) del gobierno
— T; = impuestos indirectos a las empresas + exportaciones netas
— Wg: = gastos salarial del gobierno

— A; = tendecia, afios desde 1931

o Hay tres variables predeterminadas: los rezagos del stock de capital, utilidades privadas,
y demanda total.

¢ El modelo contiene 3 ecuaciones de comportamiento, una condicién de equilibrio, y dos
identidades contables.
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El estimador 2SLS del sistema es (estadistico p en paréntesis):

Ct_1655+002pt+022)Pt 1+(081(Wpt+Wgt)+61t

(0.00) (0.88) (0.04
I, =2028 + 015 P, + 0.62 P,y — 016Ky + €3
(0.01) (0.39) (0.00) (0.00)
Wpt—150—|—044Xt—|—015Xt 1+013At+63t
(0.19)  (0.00) (0.00) (0.

%Basado en Greene (2012, pp332-333)

Ejemplo 9-7: El modelo de la telarana

g /midrule telarafia.ipynb
En el modelo de la telarana para los mercados de maiz y de trigo

e = 200 +0.5pm,t—1 —0.2py,s—1 +e; (oferta de maiz
Qo = 80 —0.2ppm,t—1 +0.4puy t—1 e (oferta de trigo
gy = 100 —0.2pme +1.2put +ed (demanda de maiz

 — — —

qiy = 50 +1.1pme —0.4py¢ el (demanda de trigo
e Los agricultores pueden sembrar maiz o trigo, pero tardan un periodo en producirlo.

e Los consumidores estan dispuestos a sustituir el consumo de maiz y trigo en respuesta
a los precios que encuentran.

Este modelo puede escribirse

10 0 0 7 [gme 200 05 —0.2 . e,
01 0 0 || que 80 —02 04 e,
1 0 02 —1.2||pme| ~ [100 0 0 [p’”*“] T e,
0 1 —11 04| |pe 5 0 o | LPwt—1 e,

« Vemos que las ecuaciones de oferta no son simultianeas, pero las de demanda si lo son.

e Para ilustrar el sesgo de simultaneidad del estimador OLS, y que el estimador 2SLS si
es insesgado, realizamos experimentos de Monte Carlo.

o En particular estimamos 1000 veces este modelo a partir de series simuladas de 24
observaciones.

e En las figuras que siguen vemos la distribuciéon obtenida para cada parametro y lo
comparamos con el verdadero valor poblacional.

Las ecuaciones de oferta no son simultdneas, por lo que pueden ser estimadas por OLS.
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Oferta de maiz

A A

%

150 200 250 -0.75 -0.50 -0.25 0.00
Intercept LP_malz LP_trigo
Oferta de trigo
0 50 100 150 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25
Intercept LP_maiz LP_trlgo

Las ecuaciones de demanda si son simultaneas, por lo que la estimacién OLS estaria sesgada.
Demanda de maiz

MMJML

100 125 150 175 200 -0.50 -0.25 0.00
Intercept P_maiz P_trlgo

?

Demanda de trigo

%

50 75 100 125 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 -0.50 -0.25 0.00 0.25
Intercept P_maiz P_trigo

Por ello, estimamos el sistema por 2SLS.




9.4. ESTIMACION

Demanda de maiz

-500 0 500 1000
Intercept

-5 0 5 -25 0.0 2.5 5.0
P_maiz_OLS P_trigo_OLS

Demanda de trigo

-500 0 500
Intercept

-50 -25 0.0 25 5.0 -4 -2 0 2
P_maiz_OLS P_trigo_OLS
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