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1. Condiciones de Euler



Condiciones de Euler

» Ahora dirigimos nuestra atencién a modelos de decisién de
Markov de tiempo discreto con espacios de estado y accién
puramente continuos y funciones de recompensa y transicion
continuamente diferenciables.

» Las soluciones 6ptimas para tales modelos pueden
caracterizarse por condiciones de equilibrio de primer orden
llamadas condiciones de Euler.

» Las condiciones de Euler nos ayudan a comprender las
caracteristicas esenciales de un problema de decisién dindmico
y nos ofrecen una forma alternativa de resolver la politica
Optima.
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» Primero derivamos las condiciones de Euler bajo los supuestos
de que el modelo es de horizonte infinito y determinista y que
las acciones no tienen restricciones.

> Bajo estos supuestos, la ecuacién de Bellman toma la forma
relativamente simple:

V(s)= mfx{f(s,x)—l—éV(g(s,x))}, seSs.

» Sean d, y d, las dimensiones de las variables de estado y
accion, respectivamente.
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> Las condiciones de Euler incluyen a la derivada de la funcién

de valor
A(s) = V'(s).

» Llamamos A : S — R% la funcién de precio sombra porque da
los precios que el agente de optimizacién dindmica imputa a
cada una de las d; variables de estado.
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> Las condiciones de Euler se derivan aplicando los teoremas de
K-K-T y de la envolvente a la ecuacién de Bellman.

» El teorema de K-K-T implica que la accién éptima x, dado el
estado s, satisface la condicién de equimarginalidad

0 =1 (s,x) + 6A(g(s,x))8x (s, x)-
» El teorema de la envolvente implica
As) = £s(s,x) + 5A(g(s, x))gs(s, x)-

> Aqui, f,, f,, g, Y & denotan derivadas parciales, cuyas
dimensiones son 1 x d,, 1 x d,, d; x d, y d; x d,,

respectivamente.
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» Las condiciones de Euler implican que a lo largo de una senda
Optima
0 = f(se:x) +0Arr18¢(5e, %)

Ay = fs(staxt)‘i“SAt—i-lgs(staXt)-
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Estado estacionario

» El modelo puede poseer un estado estacionario bien definido al
cual converge el proceso econdmico optimizado con el tiempo:

*

s* = lims,
x* = limx;
A = limA,.

» En el estado estacionario, el estado s*, la accién x* y el precio
sombra A*, si existen, deben satisfacer las condiciones de
Euler y de estacionariedad en estados:

0 = Ff(s"x*)+ 61" g (s, x*)
A* = f(s*,x*) + A g (s, x*)
s = g(s*,x%).
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» Las condiciones de estado estacionario plantean una ecuacién
no lineal de dimensién finita que puede resolverse
numéricamente y, a menudo, analiticamente, sin tener que
resolver la ecuacién de Bellman.

» Conocer el estado estacionario es Gtil para comprender las
tendencias a largo plazo del proceso econdmico optimizado.

» Conocer el estado estacionario también es util cuando se
desarrollan conjeturas iniciales para algoritmos de solucién
numérica para el modelo.
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Ecuaciéon de Euler

» Si la funcién de transicién g no depende del estado s, la
funcién de precio sombra puede eliminarse como incégnita y
las condiciones de Euler pueden reducirse a una sola ecuacién
funcional en una sola incégnita, la politica éptima x:

0= 1 [s,x(s)] + £ {g [x(s)], x [g(x(s))]} &' (x(s)).

» Esta ecuacién, cuando existe, se conoce como la ecuacion de
Euler.
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» La ecuacién de Euler implica que a lo largo de una senda
Optima

0 = fx(stﬁxt)+5f:5(5t+1’Xt+1)g/(Xt)
> v, en el estado estacionario

0 = F£f(s*x*)+6f(s*x*)g’(x¥)

s = g(x").
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Condiciones de Euler estocasticas

» Si el modelo es estocastico, las condiciones de Euler toman la
forma:

0= f(s,x)+ S E.[A(g(s, x,€))gx(s, x,€)]

A(s) = fi(s,x) + S Ec [A(g(s, x, €))gs(s, x, €)]

para todo s€ S.
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» Los modelos estocasticos carecen de estados estacionarios
simples, ya que los estados visitados por el proceso y las
acciones tomadas por el agente variaran con el tiempo debido
a choques aleatorios.

» Sin embargo, en condiciones moderadas, si el modelo es
estacionario, el proceso a lo largo del tiempo visitara estados
de acuerdo con una distribucion ergodica bien definida.

» Aunque la distribucién ergddica puede caracterizarse
formalmente a través de una ecuacién funcional, la forma més
facil de visualizarla es resolver y simular el modelo para un
gran nimero de periodos.
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» Aunque los modelos estocasticos carecen de estados
estacionarios simples, es (til derivar el estado estacionario del
modelo con su choque fijado en su media.

» Conocer el estado estacioario deterministico de la versién no
estocastica del modelo es util cuando se desarrollan conjeturas
iniciales para algoritmos de solucién numérica.

» Aunque el estado estacionario deterministico no
necesariamente es igual a la media de la distribucién ergddica,
los dos deberian estar razonablemente cerca si la distribucién
ergddica es mas o menos simétrica.
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Restricciones de limite

» Si las acciones estan sujetas a limites simples que son
funciones diferenciables de la variable de estado

a(s) < x < b(s)

entonces las condiciones de Euler toman la forma de un
problema de complementariedad funcional

ai(s) < x; < bi(s)
x; > a;(s) = ui(s) = 0
x; < bj(s) = ui(s) <0

A(s) = fi(s,x) + 6 E. [A(g(s, x, €))gs(s, x, €)]
+min(u(s),0)a’(s) + max(u(s),0)b'(s)
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» . .donde

u(s) = (s, x) + 6 Ec [Mg(s, x, €))8(s, x, €)]

» Aqui, u;, mide la recompensa actual y futura esperada de un
aumento marginal en la i-ésima variable de accién x;.

» En el 6ptimo, u; debe ser no positivo si x; estd por debajo de
su limite superior; de lo contrario, se obtendrian recompensas
adicionales al aumentar x;.

» De manera similar, mu; debe ser no negativo si x; esta por
encima de su limite inferior; de lo contrario, se obtendrian
recompensas adicionales al reducir x;.

> Si x; esta estrictamente entre sus limites, u; debe ser cero.
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2. Control lineal-cuadratico



Modelo de control lineal-cuadratico

» Un modelo de control lineal-cuadratico (L-Q) es un modelo de
decision de Markov de accién de estado continuo en tiempo
discreto con:

» funcién de recompensa cuadratica
» funcién de transicién lineal
> elemento de acciones no restringidas

» El modelo de control L-Q es uno de los pocos modelos de
decisién de Markov de accién continua en estado continuo de
tiempo discreto con una solucién de forma cerrada conocida.
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» Las funciones de recompensa y transicion del modelo de

control L-Q toman la forma

f(s,x)

g(s,x,e) =

» Variables

s =d, x 1 vector de estados
x =d, x 1 vector de acciones

Go+ Gss+ Gyx +e.

€ =d, x 1 vector de choques exbgenos

» Parametros

Fo 1x1 F,
FSS dS X dS FSX
Gy d,x1 G,

F.. simétrica, F,, simétrica definida negativa , y Ee = 0.
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» Por induccién, se puede demostrar que las funciones éptimas
de politica y precio sombra del modelo de control L-Q
estacionario de horizonte infinito son lineales en la variable de

estado:
x(s) = x*+T(s—s%)

Als) = A"+ A(s—s").

> Aqui, T es d, x d;, A es d; x d; simétrica, y s*, x*, y A* son
los valores de estados estacionario deterministico del estado,
la accién, y el precio sombra.

» Las funciones de politica éptima y de precio sombra del
modelo L-Q no dependen de momentos mas altos del choque
—esto se conoce como propiedad de equivalente cierto.
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» Los valores de estados estacionario deterministico del estado
s*, la accién x*, y el precio sombra A* se pueden calcular
resolviendo conjuntamente las condiciones de Euler y la
condicién de estacionariedad del estado, una ecuacién lineal:

F!. Fu 5G| | s —F!
Fes Fo 8G.—1,| | x*|=|—F!
G—1, G, of | a* -Gy
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Ecuaciéon de Riccati

P> A esta caracterizado por el punto fijo vectorial de la ecuacion
de Riccati:
_ —1 1y
A=—-HuH_H_ + Hg

donde
H,, = 5G;AGS + F

H,, = SG;AGX + F,
H, = 5G)’<AGX + F
> Dado A, T' puede obtenerse a partir de
T |
I'= _Hxx H;x

» La ecuacién de Riccati a menudo se puede resolver utilizando
la iteracién de funciones, pero la descomposicién QZ es mas

confiable.
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» Si el estado y la accién son de una sola dimensién, la ecuacién
de Riccati toma la forma cuadrética

aN?>+bA+c=0

donde

a :5G3
b =F,—6FG2—56F,G>+25F,G,G,
¢ = F52X_ FosFex

la cual puede resolverse usando la férmula cuadratica.

» Siademés FF,, = Fszx, una condicién que frecuentemente se

cumple en problemas econémicos, entonces

1
A= E(FSSGE —2F, GG, + F,, G2 — F,,./5).

XX “'s
X
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Ejemplo 1:

Modelo lineal cuadratico de una
dimension



Consideremos el problema de control L-Q de una dimensién con

Fo = 0.0 F,=—0.8 F,=—0.7

F..=—08 F.. = 0.0 F. =—0.1

Gy =05 G, =—0.1 G, =0.2
5=09
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Para resolverlo con la clase LOmodel del paquete CompEcon

FO, Fs, Fx = 0.0, -1.0, -0.0
Fss, Fsx, Fxx = -1.0, 0.0, -0.1

GO, Gs, Gx = 0.5, -0.2, 0.5
delta = 0.9
model = LQmodel(FO,Fs,Fx,Fss,Fsx,Fxx,G0,Gs,Gx,delta)

model . steady
obtenemos
{'s': array([[-0.4528]]),
'x': array([[-2.08671]),

'p': array([[-0.4637]1]1),
'v': array([[1.3257]])}
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s = np.linspace(-5, 5, 101)
S = model.solution(s)
S['x'].plotO)

Optimal Policy
-1.0

-1.5

> -2.0

-3.0

-4 -2 0 2 4
s

Figura 9.1: Politica 6ptima
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S['value'].plot()

Value Function

-10.0
-12.5

-15.0

-4 -2 0 2 4

Figura 9.2: Funcion valor
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Ejemplo 2:

Modelo lineal cuadratico de
dimensién superior



Consideremos el problema de control L-Q de dimensién superior
con Fp, =3y 6 =0.95.

Fo=[1 1] F.=[2 3]
[—7 —2 [0 0 [—2 0]
Fss___2 _8:| st_-o 1:| Fxx__ 0 _2_
1 [—1 1 [—1 —1]
GO:_I] GS:_ 1 o} GX:_ 2 3]
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Para resolverlo con la clase L.Omodel del paquete

FO =3
Fs = [1, 0]
Fx = [1, 1]

Fss = [[-7, -2],[-2, -8]1]
Fsx = [[0, 0], [0, 111
Fxx = [[-2, 0], [0, -2]]
Go = [[1], [1]1]

Gs = [[-1, 1]1,[1, 0]1]
Gx = [[-1, -1]1,[2, 3]1]
delta = 0.95

model2 = LQmodel(FO,Fs,Fx,Fss,Fsx,Fxx,G0,Gs,Gx,delta)
model2.steady

©Randall Romero Aguilar, PhD SP-6534 / 2020.1
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Esto nos da por resultado

{'s': array([[ 0.6436],
[-0.327511),
'x': array([[ 0.1272],
[-0.741811),
p': array([[-2.1849],
[-1.484911),
v': array([[24.9664]])}
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Figura 9.3: Politica 6ptima x;
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Figura 9.4: Politica 6ptima x,
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Figura 9.5: Funcion valor
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3. Aproximacion lineal-cuadratica



Aproximacion lineal-cuadratica

» Debido a que los modelos L-Q son relativamente faciles de
resolver, muchos analistas usan aproximacion lineal-cuadratica
para calcular soluciones aproximadas a modelos mas generales.

» La aproximacién L-Q requiere

» reemplazar la funcién de recompensa f con aproximacién
cuadrética

» reemplaza la funcién de transicién de estado g con
aproximacion lineal

P descartar las restricciones de accidn, si las hubiera

» Entonces se toma la politica éptima del modelo de control L-Q
resultante como una solucién aproximada al modelo original.
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» En la practica, g y f se aproximan usando expansiones de
Taylor de primer y segundo orden alrededor del estado
estacionario del estado s* y accién x*:

1
f(s,x)m 4+ (s—s")+f(x—x*)+ E(s—s*)’fs*s(s—s*)
1 .
+ (s—=s")fi(x—x")+ E(X—X*)/fx"x(x—x*)
g(s,x,e) ~s* + gi(s—s") + gl (x—x*).

» donde 7, f*, £, X, X, f*, g* g y g son los valores y
S X SS SX XX S X

derivadas parciales de f y g evaluadas en el estado
estacionario deterministico.
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» Este modelo se puede representar en forma candnica
utilizando las siguientes sustituciones:

— * * ok x k| L ok ok x w ek ok Lox/ox
FO = f —fs/S _&)i —|—2S fsss +s fsxX +2X f;<xX
F, = fr—s'fi—x"f
FS fs*_s*/fif —X*/;:
n n sx XX
*
FSS fss
*
Fex fo
*
FXX - f;<x
Go = g—8.s —gx"
Gs = g:
— *
Gy g
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La aproximacién L-Q. ..

> se basa en expansiones de la serie Taylor que son validas solo
cerca del estado estacionario deterministico.

» puede funcionar bien cerca del estado estacionario si el
modelo es deterministico o tiene un choque de baja varianza.

» funcionard mal si los choques pueden llevar a la variable de
estado lejos del estado estacionario, donde las aproximaciones
de Taylor se deterioran.

» funcionara especialmente mal si las restricciones ignoradas son
ocasionalmente vinculantes.

P> no es aconsejable, excepto cuando los supuestos del modelo
L-Q se cumplen globalmente, o casi se cumplen.
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4. Modelos de accion continua de una
dimensidn



timo deter-

omico op

/

7/

Crecimiento econ
ministico

Modelo 1

4
¥




Crecimiento econémico éptimo deterministico

» Consideremos una economia que produce y consume un (nico
bien.

» Cada periodo t empieza con un acervo predeterminado de
riqueza s;, del cual una cantidad k; se invierte y el resto s, —k;
se consume, resultando en un beneficio social log(s; — k).

» La riqueza evoluciona de acuerdo con s;,; = kf, donde f3 es
la elasticidad de produccién agregada.

> £Qué politica de consumo-inversién maximiza el valor
presente de los beneficios sociales actuales y futuros?
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Formulation

Este es un modelo deterministico de horizonte infinito con las
siguientes caracteristicas estructurales:

» Una variable de estado continua, la riqueza
s, €(0,00).
» Una variable de accién continua, la inversién investment

k. €10,s,].
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» La recompensa es el beneficio social actual
log(s; — k).
» La transicién del estado se rige por
St+1 = ktﬁ

donde 0 < 8 < 1.

©Randall Romero Aguilar, PhD SP-6534 / 2020.1
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Ecuaciéon de Bellman

El valor presente de los beneficios sociales actuales y futuros, dada
la riqueza s, satisface la ecuacién de Bellman

V(s)= max {log(s— k) +8V(kF)}.
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» Esta ecuacién de Bellman tiene una solucién de forma cerrada
conocida

1

V(S):V*+1—6ﬂ

(log(s) —log(s™))
con politica éptima

k =6ps,
donde

s* = (6B)P/(=F)
vt = log((1—58)s")/(1-5).

» Conocer la forma cerrada de la solucién nos permitird evaluar
la precisién de las soluciones aproximadas que obtendremos
numéricamente.
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Condiciones de Euler

» Dados los supuestos, las restricciones sobre k nunca seran
vinculantes en un éptimo, lo que implica que la funcién del
precio sombra A(s) = V’(s) debe satisfacer las condiciones de
Euler

0=—(s— k)t +5BA(KP)KPT
A(s) = (s—k)™L.
» Las condiciones de Euler implican que a lo largo de un sendero
optimo .
A= 5/57%—1—1143_ = (s:— kt)_l-
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Estado estacionario

» En el estado estacionario, la riqueza s*, la inversién k*, y el
precio sombra A* deben satisfacer las condiciones de Euler y
de estado estacionario

A = 5/5A*k*ﬁ_1 — (S* _ k*)—l
¢ = k*P.
» Estas condiciones implican que
s = (8p)P/(=P)
K= (5B)7

_ (8B)P/FY)
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Solucién Numérica

» El método de colocacién requiere que la funcién valor sea
aproximada con una combinacién lineal de funciones base ¢;
escogidas apropiadamente.

V(s)~ ch¢j(s).

> Los n coeficientes c; se fijan requiriendo que la funcién valor
aproximada satisfaga la ecuacién de Bellman en n nodos s;
escogidos apropiadamente.
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Esto requiere resolver n ecuaciones de colocacién no lineales
n

D (i) = max 1 log(s;—k)+6 > b (kP) ¢,

<k<s:
= 0<k<s; =

i=1,2,...,n, para los n coeficientes desconocidos c;,
j=12,...,n.

©Randall Romero Aguilar, PhD SP-6534 / 2020.1
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Ejemplo 3:
Crecimiento econdmico optimo
deterministico



» En el cuaderno de Jupyter
dp/06 Deterministic Optimal Economic Growth Model
resolvemos este modelo asumiendo que 8 =0.5y 6 =0.9.

» La funcién valor se aproxima con una combinacién lineal de
n =15 polinomios de Chebychev sobre [0.2,1.0].
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Figura 9.6: Politica 6ptima de inversién
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Value Function

=120 —— Chebychev Collocation

== |-Q Approximation
-12.5
-13.0

-13.5
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-15.0
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s*=0.45
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Figura 9.7: Funcién valor
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Shadow Price

0.2 0.3
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Shadow Price Function

=== Chebychev Collocation
=== | -Q Approximation

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
Wealth

Figura 9.8: Funcién del precio sombra

SP-6534 / 2020.1

47



06

04

Residual/Error

0.2

0.0

Figura 9

Chebychev Collocation Residual
and Approximation Error 1e-1 Linear-Quadratic Approximation Error

= Error
5

Error

= Residual

Error 0 = ————

0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 0.2 03 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
Wealth Wealth

.9: Residuos y errores de aproximacién de la ecuacién de Bellman aproximada

con colocacién de Chebychev (izquierda) y errores de la aproximacién lineal-cuadrética
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0.1

Wealth dynamics

s*=0.45
As* =0.00
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=== |_-Q Approximation
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0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
Wealth

Figura 9.10: Dinamica de la riqueza
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State and Policy Paths

0.45 sEeaay-sEa[e wealth ’k

=0.45
0.40
.~ 0.35
C
£
» 0.30
[
>
£
Z 025
T
o
= 0.20 steady-state investment X
=0.20
0.15
0.10

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12,5 15.0 175 20.0
Period

Figura 9.11: Riqueza e inversién simuladas
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Andlisis paramétrico

» En estado estacionario la riqueza y la inversién son 0.45 y
0.20, respectivamente.

» £Coémo cambian estos valores si. . .

escenario base 0.45 0.20
elasticidad de produccién es 0.77 0.34 0.21
elasticidad de produccién es 0.37 0.57 0.15

planeador descuenta menos el futuro (6 =0.95)? 0.47 0.23

» How would you revise the model and code to allow for
stochastic production shocks?
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5. Modelos de accidén continua de dimension
superior
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