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1. Introduccion



» Empezamos ahora a estudiar modelos econémicos dindmicos.
» Los modelos econémicos dindmicos a menudo tienen
complicaciones que raramente se encuentran juntas en otros
modelos cientificos:
1. los humanos son capaces de evaluar como sus acciones les
afectara en el futuro.
2. muchos aspectos del comportamiento humano son
impredecibles.
3. el componente impredecible del comportamiento humano es
usualmente complejo.

» Por ello, la mayoria de los modelos dindmicos ttiles en
economia son forward-looking, estocdsticos, y altamente no
lineales.

©Randall Romero Aguilar, PhD SP-6534 / 2020.1



» Las complicaciones inherentes en los modelos
forward-looking, estocasticos, no lineales, hacen imposible
encontrar soluciones de forma cerrada en la mayoria de
modelos econdmicos dindmicos.

» No obstante, los avances en las computadoras posibilitan a los
economistas a analizar una amplia gama de modelos
dindmicos que carecen de solucion analitica, usando métodos
numeéricos.
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Examinaremos tres clases de modelos econdmicos dindmicos en
tiempo discreto:

» decisiones dindmicas de un solo agente econémico
> decisiones dindmicas de muiltiples agentes econémicos

» modelos dinamicos de equilibrio de decisiones
descentralizadas por parte de muchos individuos
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Ejemplos de decisiones dinamicas por parte de un agente
econdmico individual que involucran acciones discretas o mixtas:

>

vyy

vvyyy

propietario del stand de madera que decide si tala su stand
productor que decide si reemplaza un activo fisico
capitalista que decide si entra o sale de una industria

trabajador desempleado que decide si acepta una oferta de
trabajo

inversor financiero que decide si ejerce una opcion de venta
prestatario que decide si no paga un préstamo
agente que decide si realiza una transaccién bancaria

hogar que decide cudntos hijos tener
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Ejemplos de decisiones dindmicas por parte de un agente
econémico individual que involucran acciones puramente
continuas:

» individuo que decide cudnto consumir y ahorrar

» planificador que decide cuanto recurso renovable cosechar
» duefio de una mina que decide cuanto mineral extraer

» una ASADA que decide cudnta agua liberar

» banco central que intenta estabilizar la economia

» empresario que decide produccidn, inversion e inventario

» productor agricola que gestiona una empresa ganadera
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Ejemplos de decisiones dinamicas que involucran multiples
agentes economicos:

> expansion de capacidad en un mercado oligopolistico

> arreglos para compartir el riesgo de ingresos de los pequeiios
productores

> juntas nacionales de comercializacién de granos que compiten
en los mercados mundiales
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Ejemplos de comportamiento econémico dindmico
descentralizado:

> rentabilidad de los activos en una economia puramente de
intercambio

» mercados de futuros para mercancias primarias

» programa gubernamental de estabilizacion de precios de
productos basicos
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2. Modelos de decision de Markov



El modelo de decisiéon de Markov en tiempo discreto tiene esta
estructura:

» Al inicio de cada periodo t, un agente observa el estado
predeterminado de un proceso econémico s, realiza una
accion x,, y gana una recompensa f(s;, x;) que depende del
estado y de la accidn.

» El estado del proceso econdmico en t + 1 dependera del
estado y la accion realizada en t y de un choque aleatorio
exdgeno €, que sucede después de que se realiza la accién
en t:

St+1 = 8¢t(St> Xe» €141)-
> El agente busca maximizar el valor presente de las

recompensas actuales y futuras en el horizonte de tiempo T,
descontado a una tasa p por periodo.
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Espacio de estados

» El espacio de estados S enumera los estados alcanzables por
el proceso econdmico.

» Un modelo de estado continuo posee variables de estado
cuyos rangos son intervalos de la recta real.

» Un modelo de estado discreto posee variables de estado cuyos
rangos son finitos.

» Un modelo de estado mixto posee tanto variables de estados
continuas como discretas.
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Espacio de acciones

> El espacio de acciones X(s) enumera las acciones que el
agente puede realizar cuando el proceso econdmico esté en el
estado s.

» Un modelo de accion continua posee variables de accion
cuyos rangos son intervalos de la recta real.

» Un modelo de accion discreta posee variables de accidn cuyos
rangos son finitos.

» Un modelo de accién mixta posee tanto variables de accién
continuas como discretas.
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Funcién de recompensa

» Una funcion de recompensa f : S x X — % da la recompensa
ganada en el periodo actual en términos del estado y la accién
actuales.

ft(st: Xt)

» El objectivo es maximizar el valor presente de las
recompensas actual y futuras esperadas en el horizonte de
tiempo T, descontado a un factor 6 = ﬁ por periodo.

TlTt=t T=t

-
Vt(st) = {m}aTX E, |:Z 5T_tf7(srzx'r):|

> Notese que el maximo valor alcanzable V, depende del estado
St
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Funcién de transicion

» La funcion de transicion g : S x X x Q+— S da el estado del
siguiente periodo en términos del estado y la accién actuales y
posiblemente de un choque aleatorio que sucede después de
realizada la accidn.

St+1 = A et+1)-
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Horizonte de tiempo

» Un modelo de decision de Markov de tiempo discreto puede
tener un horizonte finito (T < ©0) o un horizonte infinito
(T = 00).

» Si el horizonte es finito, debemos especificar un valor terminal
que describe una recompensa final o valor de rescate ganado
por el agente en el periodo T + 1 como funcidén del estado en
el periodo T + 1, luego de que la ultima decision se tome en
el periodo T.
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Formulacion del modelo

Para especificar completamente un modelo de decisiéon de Markov,
debemos identificar con claridad

> las variables de estado y el espacio de estados
» las variables de accién y el espacio de acciones
» la funcién de recompensa

» la funcién de transicién

» el horizonte de tiempo ¥, si es finito, el valor terminal
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3. Ecuacion de Bellman



Politica éptima

Dado un modelo de decisién de Markov en tiempo discreto, una
politica 6ptima es una secuencia de reglas {x;'} que prescriben la
accién x = x(s) que el agente debe realizar en cada periodo t si el
proces estd en el estado s para que se maximice el valor presente
de las recompensas actual y futuras esperadas.
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Principio de optimalidad

El problema de decision de Markov en tiempo discreto puede
analizarse utilizando el principio de optimalidad de Bellman, que
fue articulado por Richard Bellman en 1957 de esta manera:

“Una politica dptima tiene la propiedad de que, cualquiera
sean el estado y decision iniciales, el resto de decisiones de-
be constituir una politica dptima con respecto al estado que
resulte de la primera decision.”
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Programacion dindmica

» El principio de optimalidad de Bellman motiva una estrategia
para resolver modelos de decision dindmica llamada
programacion dindmica.

» La programacion dindmica es superior a enfoques alternativos
de optimizacién dindmica porque, en un marco unificado,
puede facilmente manejar

» modelos deterministicos y estocasticos

modelos en tiempo discreto y continuo

modelos con estados discretos y continuos

modelos con acciones discretas y continuas

modelos con restricciones

vyvVvYvyy

» La programacién dindmica introduce el concepto de la
funcion valor y la caracteriza como la solucién de una
ecuacion funcional conocida como la ecuacion de Bellman.
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La funcién valor

> Denotemos por V,(s) el valor presente maximo alcanzable de
las recompensas presente y futuras esperadas, dado que el
proceso econdmico esta en el estado s en el periodo t.

» LLamamos a V, : S — R la funcién valor del periodo t.

> Las funciones valor son desconocidas a priori y deben ser
derivadas a partir del modelo subyacente.
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La ecuacién de Bellman

El principio de optimalidad implica que las funciones valor V,
deben satisfacer la ecuacion de Bellman

Vi(s) = 21)?()(){&(5’)() +6E, Vi 1(g:(s,x,€))}, seS.

donde 6§ = ﬁ es llamado el factor de descuento.
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La ecuacién de Bellman se obtiene de la funcién objetivo:

T
Vt(st) = maTX IE:t |:Z 6T_tff(57) XT):|

Xrfr=t T=t

-
= max Et[ft(st,xt)—l— Z 5T_tf7(sf,xf)}

I R T=t+1
T

= max {ft(stﬁxt)—‘rEt[ Z 57_th(S”r’XT):|}

{XT};r:t T=t+1

-

= max {ft(st’xt) +5]Et]Et+1[ Z 6T_(t+1)fT(ST>XT):|}

bedize T=t+1

-
= mXax{ft(st,xt) +6E, maxE, [ Z 5T_(t+1)ff(sf,xf)]}
¢ XeSp=t41 T=t+1

= mX?X{ft(st,Xt) +0E; Vt+1(5t+1)}
= mX?X{ft(st’Xt) + 6Bt Viy1(ge(se xe, 6t+1))}
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» La ecuacidn de Bellman es una ecuacion funcional recursiva.
> Es una ecuacién funcional porque las incégnitas, las funciones
valor V4, son funciones, no vectores en R".
> Es recursiva porque V, estd definida en términos de V, ;.
> La ecuacidn de Bellman captura de manera compacta la
disyuntiva fundamental que enfrenta un agente racional que
optimiza dindAmicamente tomando en cuenta el futuro, entre
la recompensa inmediata f,(s;, x;) y las recompensas futuras
esperadas 6 E; V,1(S;41)-
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Resolviendo la ecuacién de Bellman, problema de horizonte

finito
» Como la ecuacion de Bellman es recursiva, necesitamos saber
Vi41 para encontrar V.

» Pero en el problema de horizonte finito, siguiendo la
recursién:

Vt(st) = max {ft(st,xt) +06E, Vt+1(5t+1)}
x:€X(s;)

Vipa(ser1) = ; 21)?(); ){ft—l—l(st—l-b Xey1) T 6 Eey1 Viio(Seq2)}
t+1 t+1
Via(sro) = max  {fra(sro,x7-1) + 6 Erg Vr(st)}

x7-1€X(s71

Vr(st)= max {fr(sy,xr)+6Es Vrii(st41)}
xT€X(sT)
una vez que especifiquemos el valor terminal V1, podemos

resolver para V, por induccién hacia atréas.
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Estacionariedad

» Un modelo de decisién de Markov en tiempo discreto y con
horizonte infinito es estacionario si la funciéon de recompensa,
funcién de transicién, y la distribucién de los choques son
independientes del tiempo t.

> En este caso, ni la funcién valor ni la funcién de politica
optima dependeran del tiempo t.

» Asi, la ecuacion de Bellman tiene la forma de una ecuacién
funcional de punto fijo cuya Unica incégnita es la funcién
valor estacionaria V':

V(s)= m)?(x){f(s,x) +6E. V(g(s,x,€))}, ses.

> Es una ecuacion funcional de punto fijo porque define a la
funcién valor desconocida V en términos de si misma.
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Existencia de una solucién

Por el teorema de mapeo de contraccidn, la ecuacién de Bellman
de un modelo estacionario de decisién de Markov de tiempo
discreto y horizonte infinito posee una tinica solucién si el factor
de descuento 6 es menor a uno y la funciéon de recompensa f esta
acotada.

©Randall Romero Aguilar, PhD SP-6534 / 2020.1 24



4. Método de colocacion



todo de colocacid

» Ahora estudiaremos como resolver ecuaciones de Bellman via
colocacion.

» Por simplicidad, limitamos nuestra discusion introductoria a
modelos de horizonte infinito con un espacio de estados de
una dimension.

> No obstante, esta estrategia se puede generalizar a modelos
de horizonte finito y a espacios de estados mds generales.
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> Para computar una soluciéon aproximada para la ecuacion de
Bellman por colocacidn:

» Aproximamos la funcién valor con una combinacién lineal de
n funciones base conocidas ¢, ¢o,..., ¢,

V(s)~ Z cid;(s)

y fijamos los coeficientes de las funciones base ¢;, ¢,,. .., ¢,
requiriendo que la funcién valor aproximante satisfaga la
ecuacién de Bellman, no en todos los posibles estados, sino en

n nodos de colocacién escogidos apropiadamente s;, s, ..., S,
in S.
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» La colocacion reemplaza la ecuacién de Bellman con un
sistema de n ecuaciones no lineales

n

Z co;(s) = max f(si,x)+ 0 E, Z ¢ [g(si, x, €)]

Jj=1 Jj=1

i=1,2,...,n (una ecuacién por nodo) en las n incognitas c;,
j=1,2,...,n (un coeficiente por funcién base).
> El sistema de ecuaciones no lineales puede expresarse de
manera compacta en forma vectorial como la ecuacion de
colocacion
dc=v(c)

cuya incdgnita es el vector de coeficientes base c.
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> Acd, ® es la matriz n x n cuyo elemento tipico

@ = ¢;(s)

es la j-ésima funcion base evaluada en el nodo j-ésimo.

> Y v esla funcién de ®"” a R" cuyo elemento tipico
n
vi(c) = Xrenxaé){f(s"’x) +6 Ee; cip;(g(six,€))}

es el valor dptimo del problema de maximizacién incrustado
en la ecuacion de Bellman en el i-ésimo nodo de colocacion,
remplazando la funcién valor con su aproximante.
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» La ecuacién de colocacion puede resolverse usando una
variedad de métodos de solucion de ecuaciones no lineales.

» Por ejemplo, podemos escribir la ecuacién de colocacién como
un problema de punto fijo

c=o"1v(c)
y resolverla para ¢ usando iteraciéon de funciones

c & ty(c).
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> Alternativamente, podemos escribir la ecuacién de colocacién
como un problema de btisqueda de raices

dc—v(c)=0
y resolverla para ¢ usando el método de Newton
ce—c—[e—Vv/(c)] Hec—v(c)].

> Aqui, v/(c) es la matriz n x n jacobiana de v en ¢, cuyo
elemento tipico puede ser computado usando el teorema de la
envolvente:
. 3 Vi

/
VU(C) aCJ

(c) =S E. ¢;lg(s;,xi,€)].

» Podemos también usar el método de Broyden en vez del
método de Newton.
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Evaluando la precision de la solucion

» La precisién de la solucién aproximada computada es
evaluada inspeccionando el residuo.

» Dado un vector de coeficientes base c, el residuo es una
funcién de la variable de estado s:

Re(s) = Z Cj¢j(5) - m)?x{f(s,x) + 5EEZ cid; [g(s.x, €)1}

Jj=1 Jj=1
> Si el aproximante fuera exacto, el residuo seria cero en todas

partes.

» Sin embargo, en general, el residuo no serd cero, excepto en
los nodos de colocacién, donde es cero por construccion.

> La precisién del aproximante se mide por cuanto difiere el
residuo de cero en estados distintos de los nodos.
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Mas facil decirlo que hacerlo. ..

> La discusién anterior es general, pero oscurece algunos
puntos practicos:

> Primero, los espacios de estado y de accién pueden ser
multidimensionales e incluir una mezcla de variables
continuas y discretas.

» Segundo, evaluar v require de una operacién de maximizacion
no lineal de dimension finita , de la cual hemos dicho muy
poco.

» Tercero, resolver la ecuacién de colocacién requiere una
estimacion inicial de los coeficientes desconocidos.

» Las primeras dos complicaciones son manejadas de manera
directa po rel paquete CompEcon.

> Pero el dlgebra es engorroso y requiere una indexacion
multidimensional, que hemos elegido evitar por claridad.
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Decisiones practicas

» Cuando aplicamos el método de colocacion enfrentamos
algunas decisiones practicas:

> Primero, escoger las funciones base y los nodos de colocacion.

» Segundo, escoger el algoritmo para resolver la ecuacién de
colocacion.

» Tercero, escoger la técnica de cuadratura numérica, de ser
necesario.

» Cuarto, proveer la estimacion inicial de los coeficientes base.

» En la practica podemos probar diferentes familias de nodos
base, diferentes grados de discretizacion, diferentes
algoritmos de solucién y diferentes conjeturas iniciales para
los coeficientes para asegurar la solidez de los resultados.

» aSiempre, siempre, siempre debemos revisar los residuos!
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La maldicion de la dimensionalidad en el método de

colocacion

» FEl método de colocacion sufre de la maldicion de la
dimensionalidad.

> Especificamente, el esfuerzo computacional requerido crece
exponencialmente con la dimensién del espacio de estados.

» Por ejemplo, si el espacio de estados tiene d dimensiones
continuas y escogemos n funciones base para cada variable de
estado, entonces la ecuacién de colocacién tendria n?
ecuaciones individuales y el mismo nimero de incognitas.

> Por esta razon, en la practica la limitacidn principal para
resolver problemas de optimizacion dinamica numéricamente
es mantener manejable la dimensién del estado.
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5. Ejemplos con accién discreta



B Y
1" Modelo 1:
Nt

{1151 Cosecha forestal



MODELO 1: Cosecha forestal

» Al inicio de cada periodo t, el duefio de una finca forestal
observa la biomasa de su finca s, y debe decidir si cultivarla y
venderla, o dejarla que crezca un periodo mas.

> El ingreso que recibe por unidad de biomasa es una constante
py el costo de talar y replantar es una constante k.

» Una finca con biomasa s; que no es talada en t tendrd
biomasa s, ; = h(s;) el siguiente periodo; una finca que es
talada tendra biomasa s, ; = h(0) > 0.

» £Qué politica de talado maximiza el valor de la finca?
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h(s)

Figura 8.1: Funcién de crecimiento de la biomasa
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Formulacion

Este es un modelo deterministico de horizonte infinito, con las
siguientes caracteristicas estructurales:

» Una variable de estado continua, la cantidad de biomasa
s, €[0,5],

donde s es la maxima biomasa alcanzable.

» Una variable de accidon binaria, la decision de talar

. )1, talarlafinca
Je= 0, no hacerlo.
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> La recompensa es la ganancia actual

0, sij, =0
T[‘-t:
pSt — K, Sijt:]'

donde p> 0y« > 0.

» La transicién del estado estd descrita por

h(s;), sijy=0

St+1 =
h(0), sij,=1

donde h(0) >0, " >0y h” <0parase|0,5], h(3) =5.

©Randall Romero Aguilar, PhD SP-6534 / 2020.1
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Ecuaciéon de Bellman

El valor de una finca con biomasa s satisface la ecuacién de
Bellman

V(s) = max{6 V[h(s)], ps—x + 6 V[h(0)]}

Aqui,

» Si el duefio no tala la finca, no obtiene ganancia y empieza el
siguiente periodo con una finca con biomasa h(s) valorada en
VIh(s)]-

> Si el duefio tala la finca, obtiene ps — x de ganancia y empieza

el siguiente periodo con una finca con biomasa h(0) valorada
en V[h(0)].
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Alternativamente, la ecuacion de Bellman puede escribirse

V(s) = max{Vy(s), Vi(s)}

donde

Vo(s) = 8V [h(s)]
Vi(s) = ps—x + S V[A(0)]

son las funciones valor contingentes en la accion, las cuales dan los
valores contingentes en no talar y talar, respectivamente.

©Randall Romero Aguilar, PhD SP-6534 / 2020.1 40



» El duefio de la finca tala la finca si
Vi(s) > Vo(s)
o0, equivalentemente, si
ps—k > & {V[h(s)]— V[h(0)]}.

> Es decir, el duefio tala y replanta si el ingreso neto de este
periodo excede la pérdida de capital del valor de la finca.

» Un duefio miope que tala simplemente si el ingreso neto es
positivo talara antes de que sea apropiado.

» La biomasa critica s* a la cual la finca debe ser talada esta
caracterizada por Vj(s*) = Vi (s*).
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Solucién numérica

» El método de colocacion requiere que la funcion valor sea
aproximada con una combinacién lineal de n funciones base

oPs

n

V(s)~ V(s) =D cupuls).

k=1
> Los n coeficientes ¢ se fijan requiriendo que la funcién valor

aproximada satisfaga la ecuacion de Bellman en n nodos s;
escogidos apropiadamente.
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Esto requiere resolver las n ecuaciones de colocacién
Z ckPi(s;) =max{ 6 Z ck@r(h(si), psj—x+6 Z @k (h(0)) ¢,
k=1 k=1

k=1

i=1,2,...,n (una ecuacion por nodo), para los n coeficientes base
desconocidos ¢, k=1,2,...,n.
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Ejemplo 1:
Cosecha forestal, aproximacion
lineal



» Resolvamos el modelo numéricamente con esta
parametrizacion

> h(s)=s+7y(5—s),5=0.5,y=0.1

©Randall Romero Aguilar, PhD SP-6534 / 2020.1
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> Para entender mejor el método de colocacién, empecemos
construyendo una aproximacién lineal de la funcién valor:

V(s)~ V(s) = c; + os.

» Dados los dos nodos de colocacién s; y s,, las dos ecuaciones
de colocacién son

c1 + s = max{5(c; + h(s1)), psi—K +6(cy + ch(0))}
1+ s, =max{6(c; + h(s)), ps,—K +8(cy + c:h(0))}.
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» Si escogemos s; = 0.2 y s, = 0.4, insertamos todos los
parametros, y simplificamos, entonces

¢ +0.2¢c; = max{0.9¢; +0.207¢c,, 0.0 +0.9¢; + 0.225¢,}
¢; +0.4c; = max{0.9¢; +0.369¢,, 0.3+ 0.9¢; + 0.405¢,} .

» Aunque engorroso, estas dos ecuaciones no lineales pueden
resolverse explicitamente para ¢; y ¢, resultando en la
funcién valor aproximada

V(s) =0.0387 + 0.5525s.
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» Luego podemos derivar aproximaciones para las funciones
valor condicionales

Vo(s) =8 V(h(s)) =—0.0597 + 0.4475s
Vi(s)=ps—Kx+6V(h(0)) =—0.1403+s.

» Igualando las dos partes obtenemos el nivel de biomasa critica
s* =0.36 al cual la finca debe ser talada.
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» Abramos el cuaderno de Jupyter
dp/0la Timber Harvesting--2 nodes, el cual ya tiene los
parametros del modelo:

price
kappa
smax

gamma
delta

© = 01N

.0

# precto de biomasa

# costo de talar y replantar

# capacidad marima de la finca

# parametro de crecimiento de la biomas
# factor de descuento

» El cuaderno también contiene algin cddigo que genera
graficos y otros resultados.

©Randall Romero Aguilar, PhD

SP-6534 / 2020.1 48



Para resolver la ecuacion de colocacién en Python,
IO codificamos el funcion de crecimiento

def h(s): return s + gamma*(smax - s)

22T codificamos el aproximante de la funcién valor

def vhat(c, s): return c[0] + c[1]*s

12 E{o M codificamos las funciones valor condicionales

def vhati(c,s):

return price*s - kappa + delta * vhat(c,h(0))
def vhatO(c,s):

return delta * vhat(c, h(s))
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y codificamos el residuo

def resid(c,s=snodes):
return vhat(c,s) - np.maximum(vhatO(c,s),vhatl(c,s))

Resolvemos la ecuacidon de colocacién con dos nodos de
colocacion

snodes = np.array([0.2, 0.4])

cc = NLP(resid) .broyden(np.zeros(2))
Computamos la biomasa critica

scrit = NLP(lambda s: vhatO(cc,s)-vhati(cc,s)). \
broyden (0.0) [0]
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Figura 8.2: Funciones valor condicionales y biomasa critica, 2 funciones base

©Randall Romero Aguilar, PhD SP-6534 / 2020.1

51



Bellman Equation Residual

Percent Residual

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Biomass

Figura 8.3: Residuos de la ecuacién de Bellman, 2 funciones base

» Los residuos de la ecuacion de Bellman alcanzan magnitudes
cercanas al 35 por ciento del valor subyacente, lo que es
inaceptablemente alto.
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Ejemplo 2:
Cosecha forestal, aproximacion con
spline cubico



Ahora resolvamos el modelo usando un spline ctibico de 200
funciones base.
22O BN codificamos la funcién de crecimiento

def h(s): return s + gamma*(smax - s)

122N codificamos el aproximante de la funcién valor
ns = 200
vhat = BasisSpline(ns,0,smax,k=3)

2o codificamos las funciones valor condicionales

def vhatl(s):

return price*s - kappa + delta * vhat(h(0))
def vhatO(s):

return delta * vhat(h(s))
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y codificamos el residuo

def resid(c,s=vhat.nodes):
vhat.c = ¢
return vhat(s) - np.maximum(vhatO(s), vhati(s))

12Tl Resolvemos la ecuacion de colocacion

cc = NLP(resid) .broyden(vhat.c)
Computamos la biomasa critica

scrit = NLP(lambda s: vhatO(s)-vhatl(s)).broyden(0.0) [0]
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Conditional Value Functions
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Clear-Cut
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Figura 8.4: Funciones valor condicionales y biomasa critica, 200 funciones base

El nivel computado de biomasa critica al cual la finca debe ser
talada es s* = 0.31.
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Bellman Equation Residual

0.015
0.010
0.005
0.000

-0.005

Percent Residual

-0.010

-0.015

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Biomass

Figura 8.5: Residuos de la ecuacién de Bellman, 200 funciones base

Los residuos de la ecuacion de Bellman aproximada con 200
splines cubicos alcanza magnitudes de alrededor de 0.02 por
ciento, cuatro érdenes de magnitud mejor que con dos funciones
base.
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Andlisis paramétrico

El nivel critico de biomasa y el ciclo de rotacién son 0.31 y 10
periodos, respectivamente. £Cémo cambian estos valores si. ..

escenario base 0.31 10
el precio de mercado cae a la mitad? 0.44 21
se impone un impuesto unitario de 0.2 a la ventade 0.35 12
madera?

costo de talar y replantar cae a la mitad? 021 6
se impone un impuesto de 0.1 en la tala? 0.38 14

£Como adaptaria usted el modelo y el cédigo para contemplar una
probabilidad g de que un incendio destruya la madera en un
periodo dado?
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MODELO 2: Reemplazo de activos

» Al inicio de cada periodo t, un fabricante observa la
antigiiedad de un activo a, y debe decidir si reemplazalo con
uno nuevo.

» Un activo que tiene a periodos de antigiiedad produce g(a)
unidades de producto.

» Regulaciones de seguridad exigen que todo activo que alcance
una antigiiedad de A periodos sea reemplazado.

» El costo neto de liquidar un activo viejo y comprar uno nuevo
es una constante k.

> El activo genera una ganancia neta p, por unidad producida
en t, ganancia que evoluciona segin p,. 1 = h(p;, €41)
donde los € son choques i.i.d.

> £Qué politica de reemplazo maximiza las ganancias del
fabricante?
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Concave

Output
Output

Age

Figura 8.6: Productividad de un activo
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Formulacion

Este es un modelo estocastico de horizonte infinito, con las
siguientes caracteristicas estructurales:

» Una variable de estado continua, la ganancia neta por unidad
p: € (0, 00),
y una variable de estado discreta, la antigiiedad del activo
a,€{1,2,3,..., AL
» Una variable de accidn binaria, la decision de reemplazar
1 reemplar el activo
Je =
0 conservarlo,

que estd sujeta a la restriccion de que j, = 1 si a, = A.
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» La recompensa es la ganancia actual

ptq(at)’ sijp =0
7'Ct —

p:q(0) —x, sij,=1.
> La transicidn de los estados estd descrita por
Pty+1 = h(pe, €t+1)
a;+1, sijz,=0

41 =
1, sij, = 1.
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Ecuaciéon de Bellman

El valor de poseer un activo con antigiiedad a, dada la ganancia
neta por unidad p, satisface la ecuacién de Bellman

Va(p) = max{ VaO(p) > Val(p) }

conservarlo reemplazarlo

donde

Vao(p) = pq(a) + 6 E. Vaya(h(p, €))
Vai(p) = pq(0) —x + 6 E. Vi (h(p, €))

son los valores contingentes de conservar y reemplar un activo con
antigliedad a, respectivamente.
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> Si el fabricante conserva un activo con antigiiedad a, gana
pq(a) y empieza el siguiente periodo con un activo un periodo
mas viejo valorado en V,, ;(p), donde p es la ganancia
unitaria neta del siguiente periodo.

> Por otra parte, si reemplaza el activo, gana pq(0) —x y
empieza el siguiente periodo con un activo con un periodo de
antigliedad valorado en V;(p).
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» El fabricante reemplaza el activo si

p(a(0)—q(a)) —x > 8 Ec (Vaya(B) = Va(B)).

es decir, si la ganancia neta del periodo actual excede la
pérdida esperada de capital.

» Un fabricante miope que reemplaza el activo simplemente si
la ganancia neta es positiva reemplazara el activo demasiado
pronto o tarde, dependienco de si la pérdida esperada de
capital es positiva o negativa.

> La ganancia neta por unidad critica p} a la cual se reemplaza
un activo con antigiiedad a estd caracterizada por

VaO(p:) = Val(p:)'
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Solucién numérica

» El método de colocacion requiere que la funcion valor sea
aproximada con una combinacién lineal de n funciones base

oPs

n

Va(p) ~ Va(p) = D caxdu(p).

k=1

> Los A x n coeficientes ¢, se fijan requiriendo que la funcién
valor aproximada satisfaga la ecuacién de Bellman en n nodos
p; escogidos apropiadamente .
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Esto requiere resolver las A x n nonlinear ecuaciones de colocacion

\A/a(pi) = max{ \A/aO(pi) > \A/al(pi) b

a=12,...,A,i=1,2,...,n,donde

Vao(pi) = pia(a) + 8 Ec Vypa(h(pj,€))
Vo1(pi) = p; q(0) —x + 5B V4 (h(p; €))

para los A x n coeficientes base desconocidos ¢, a=1,2,...
k=1,2,...,n.
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Ejemplo 3:
Asset replacement



» Resolvamos el modelo numéricamente, asumiendo que
> g(a) = ag+a;a+ a,a’, ag =50, a; = —2.5, a, = —2.5;
> h(p,e)=p+y(p—p)+e p=11=05;
» ¢ serialmente i.i.d. normales, media 0, desviacién estdndar
o =0.15;
> A=6,k=140,6=0.9.
» Aproximamos la funcién valor con una combinacién lineal de
n = 200 spline ctibicos definidos en el intervalo [0, 2].

» El choque a la ganancia unitaria € lo discretizamos usando un
esquema de cuadratura de Gauss de m = 5 nodos.
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Figura 8.7: Funciones valor condicionales y ganancia unitaria critica, por antigiiedad
del activo
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> La ganancia unitaria critica a la cual el activo debe ser
reemplazado es 1.50, 0.66, 0.38, and 0.25, para activos con
antigiiedad de 2, 3, 4, and 5, respectivamente (un activo de
un periodo de antigiiedad nunca se reemplaza).

> Las ganancias unitarias criticas p} las computamos
numéricamente resolviendo V,o(p%) = V,1(pk).
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Bellman Equation Residual
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Figura 8.8: Residuos de la ecuacién de Bellman
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Andlisis paramétrico

La antigiiedad promedio de un activo en los primeros 50 periodos
es de 2.01. £Cémo cambia este valor si.. .

escenario base 2.01
costo de remplazo baja a la mitad? 1.61
ganancia media de largo plazo aumenta 20%? 1.99

fabricante descuenta menos el futuro (6 = 0.95)?  2.00

£Coémo adaptaria usted el modelo y el cddigo para considerar el
caso en que se puede invertir para mejorar la productividad del
activo?
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MODEL 3: Entrada y salida de una industria

» Al comienzo de cada periodo t, una empresa observa su
potencial ganancia del periodo actual p,, el cual puede ser
negativo, y debe decidir si operar o no.

> La empresa no enfrenta costos fijos ni de cierre, pero incurre
un costo de puesta en marcha k si reabre luego de un periodo
de inactividad.

> La ganancia potencial de corto plazo evoluciona segtin
p:+1 = h(p;, €:41) donde los € son perturbaciones
serialmente i.i.d.

> £Cudl politica de entrada-salida maximiza el valor de la
empresa?
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Formulacion

Este es un modelo estocastico de horizonte infinito, con las
siguientes caracteristica estructurales:
» Una variable de estado continua, la ganancia potencial

pe € (00, 00),

y una variable de estado binaria, el estado operativo de la
empresa en el periodo anterior

. 1 active
|1, —
o idle.

» Una variable de accién binaria, el estado operativo de la
empresa en este periodo

1 active

710 idle.
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> La recompensa es la ganancia neta actual
e = Peje — K (L —i¢)je-
> Las transiciones de los estados se rigen por

Pt+1 = h(Pt; e1:4—1)

it+1 :jt'
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Ecuaciéon de Bellman

El valor de la empresa, dado el estado operativo i y la ganancia
potencial p, satisface la ecuacidon de Bellman

Vi(p) = max{Vio(p), Vir(p)}

ociosa activa

donde

Vio(p) = 6 E¢ Vo(h(p,€))
Vii(p) = p—x(1—i) + 6 Ec Vi(h(p, €))

son los valores contingentes en estar activa u ocioso en este
periodo, respectivamente.
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» Una empresa ociosa no devenga ganancias y comienza el
siguiente periodo con un valor V,(p), donde p es la ganancia
potencial del siguiente periodo.

» Una empresa activa, en contraste, obtiene ganancias p,
incurriendo una costo de arranque « si estuvo ociosa el
periodo anterior, y comienza el siguiente periodo con un valor
Va(p).

> La ganancia potencial critica a la cual una empresa ociosa
reabre, pj, y a la cual una empresa activa cierra, pj, estan
caracterizadas por Vjo(p!) = Vi1(p}), parai=0,1.
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» Una empresa ociosa reabre si
p+ V*(p) >k,
mientras que una empresa activa se mantiene en operacion si
p+V*(p) >0,
donde
V*(p) = 6 Ec (Vi(h(p, €)) = Vo(h(p,€))) >0,

es el valor de la opcidn de estar activo.

» Como V*(p) > 0, una empresa ociosa puede reabrir y una
empresa activa puede permanecer abierta, aun cuanto tenga
pérdidas en el corto plazo.
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Solucién numérica

» El método de colocacion requiere que la funcion valor sea
aproximada con una combinacién lineal de n funciones base

oPs

n

Vi(p) ~ Vi(p) = > ciudu(p).

k=1
> Los 2 x n coeficientes c;; se fijan requiriendo que la

aproximacién de la funcién valor satisfaga la ecuacion de
Bellman en n nodos p, escogidos apropiadamente.
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Esto requiere resolver las 2 x n ecuaciones no lineales de colocacion
Vi(pk) = max{Vio(px),  Vir(pi)}s
i=0,1, k=1,2,...,n, donde

Vio(pk) = 6 Ec Vo(h(px, €))
Vii(pk) = pk — (1= i) + S B V; (h(p. €)),

para los 2 x n coeficientes base ¢, i =0,1, k=1,2,...,n.
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Ejemplo 4:
Entrada y salida de una industria



» En el cuaderno dp/03 Industry Entry-Exit Model
resolvemos este modelo asumiendo
> h(p,e)=p+y(p—p)+e,p=17y=0T;
» ¢ serialmente i.i.d. normal, media cero, desviacion estandar
o=1;
> x=10,6 =0.9.
» La funcién valor es aproximada con una combinacién lineal
de n = 250 splines cibicos en [—20, 20].
> La perturbacion a las ganancias € se discretiza usando un
esquema de cuadratura de Gauss con m = 5 nodos.
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Una empresa ociosa reabre en pj = 2.10 y una empresa activa

cierra en p; = —2.30.

Value of a currently idle firm
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= close
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Figura 8.9: Funciones de valor condicionales y ganancias criticas de corto plazo
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La probabilidad ergddica de operacion, es decir, el porcentaje de
periodos que la empresa estd activa en el largo plazo, es 92%.

Probability of Operation

Probability
o
[(e]
[

0 10 20 30 40 50
Period

Figura 8.10: Probabilidad de operacién
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Bellman Equation Residual
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Figura 8.11: Residuos de la ecuacién de Bellman
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Andlisis paramétrico

» £Cémo cambia la probabilidad ergddica de operacion si. ..

escenario base 94%

la ganancia media de largo plazo cae a la mitad?  65%
se duplica el costo de reabrir una empresa ociosa? 95%
se duplica la desviacién estandar de los shocks? 69%

» £Como adaptaria usted el modelo y el cédigo para permitir
que los costos fijos y de cierre dependieran de si la empresa
esta activa u ociosa?
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MODELO 4: Buasqueda de trabajo

» Al inicio de cada periodo t, un trabajador inmortal esta
empleado o desempleado.

» Si esta empleado, debe decidir si continuar trabajando al
salario actual w; o renunciar y quedar ocioso.

> Si esta desempleado, debe decidir si buscar un trabajo y
recibir un beneficio de desempleo v o quedarse ocioso.

» Un trabajador ocioso no recibe ni salario ni beneficio de
desempleo, pero disfruta de un beneficio puro de ocio v.
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» Un trabajador desempleado que que busca trabajo lo
encontrard el siguiente periodo con probabilidad py.

» Un trabajador empleado que trabaja mantendra su empleo el
siguiente periodo con probabilidad p;.

> El salario evoluciona segin w; ,; = h(w;, €, ), donde los €
son perturbaciones serialmente i.i.d.

> £Bajo qué condiciones renunciard un trabajador ocupado o
buscard trabajo uno desempleado?
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Formulacion

Este es un modelo estocastico de horizonte infinito, con la
siguiente estructura:

» Una variable de estado continua, el salario actual
w, € [0, 00),

u una variable binaria de estado, el estado laboral del
trabajador
1 empleado

. —
‘ 0 desempleado.
» Una variable de accién binaria, la actividad del trabajador

este periodo

. 1 activo (trabajando o buscando)
o= 0 ocioso.
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> La recompensa es el beneficio actual

Tt

» La transicion de

= Wyitje + U(l - it).jt + V(l _.jt)-

los estados se rige por

Wit = h(Wta et—i—l)

i1 =

0 con probabilidad 1, si jt =0
1 con probabilidad Po> si jt =1, it =0
0 con probabilidad 1 — Po> si jt =1, it =0

1 con probabilidad pq, si .jt = 1, it =1

©Randall Romero Aguilar, PhD
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Ecuaciéon de Bellman

Los beneficios vitalicios esperados del trabajador, dado su estado
laboral i y el salario actual w, satisface la ecuacién de Bellman

Vi(w) = max{Vio(w), Viz(w)}

0Cioso activo
donde
Vio(w) = v + 6 E. Vy(h(w,e))

Va(w) = wi+ u(1=1) +8E [ pVi(h(w,€)) + (1= p) Vo(h(w,e)) ]

son los valores contingentes de estar ocioso y activo,
respectivamente.
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» Un trabajador ocioso solo gana el beneficio del ocio y
comienza el siguiente periodo con valor V(w), donde w es el
salario del siguiente periodo.

» Un trabajador desempleado activo recibe el beneficio de
desempleo vy comienza el siguiente periodo con un valor
V(W) o V4 (W) con probabilidades 1 — py ¥ po,
respectivamente.

» Un trabajador empleado activo devenga un salario w y
comienza el siguiente perfodo con un valor V(W) o V(W)
con probabilidades 1 — p; y p;, respectivamente.
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> El salario critico w; al cual un trabajador desempleado
empieza a buscar esta caracterizado por la condiciéon

Voo(wg) = Vor(wg)-

> El salario critico w; al cual un trabajador empleado renuncia
esta caracterizado por la condicién

V10(Wik) = V11(Wik)-
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» Un trabajador desempleado busca trabajo si
u+ Vy(w)>v
y uno empleado continda trabajando si
w+ Vi(w)>v
donde
Vy (w) = 6piE. [Va(h(w,€)) — Vo(h(w, e))],

son los valores de las opcions de estar activo para un
trabajador desempleado, i = 0, o empleado, i = 1.

» Como V(w) > 0, un trabajador desempleado podria buscar
trabajo, atin cuando su beneficio de estar ocioso exceda su
beneficio de desempleo, y un trabajador empleado seguiria
trabajando auin cuando su salario sea menor que su beneficio
de ocio.
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Solucién numérica

» El método de colocacion requiere que la funcion valor sea
aproximada con una combinacién lineal de n funciones base

oPs

n

(W)~ Vi(w) = D cupiw).

k=1

> Los 2 x n coeficientes c;; se fijan requiriendo que la funcién
valor aproximada satisfaga la ecuacién de Bellman en n nodos
w; escogidos apropiadamente.

©Randall Romero Aguilar, PhD SP-6534 / 2020.1 93



Esto requiere resolver las 2 x n ecuaciones no lineales de colocacion
Vi(wy) = max{ Vio(w;) , Vir(w))},
i=0,1,/=1,2,...,n, donde

Vio(w)) = v + 8 E. Vol[h(w, €)]
Vin(w) = wyi + u(1 = i) + S E. {p; Vi [(w), €)] + (1= p;) Vo h(wy, €)]},

para los 2 x n coeficientes base ¢, i =0,1, k=1,2,...,n.
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Ejemplo 5:
Busqueda de trabajo



» En el cuaderno dp/04 Job Search Model resolvemos este
modelo asumiendo
> h(w,e)=w+y(w—w)+e, w=100,y =0.4;
» ¢ son serialmente i.i.d. normal, media 0, desviacion estandar
o =05;
» u=90,v=295py=0.2, p; =0.9, 6 =0.95.
» La funcién valor es aproximada con una combinacién lineal
de n = 150 splines ctibicos en [0, 200].

» La perturbacidn al salario € se discretiza usando un esquema
de cuadratura de Gauss con m = 15 nodos.
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» El salario critico al cual un trabajador desempleado buscara
trabajo es wy = 93.8.

» El salario critico al cual un trabajador empleado renunciard es
wi =T79.4,

» The critical wages were computed numerically by solving
Vo(W;k, I) = Vl(W;k, I), for i = 0, 1.

Action-Contingent Value, Unemployed Action-Contingent Value, Employed
1930 === Do Not Search 2100 — quit
Search Work

2050
1925

2000
1920

1950
1915
1900 Wy =79.4

—_— ;=938

Value
Value

1910
1850

1905

0 25 50 75 100 125 150 175 200 0 25 50 75 100 125 150 175 200
Wage Wage

Figura 8.12: Funciones valor condicionales y salario critico, trabajador empelado vs.
desempleado
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Figura 8.13: Residuos de la ecuacién de Bellman
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Andlisis paramétrico

> La tasa ergddica de desempleo es 37%.

» £Cémo cambia este valor si. ..

escenario base 37%
el beneficio de desempleo baja a 80? 100%
el salario promedio aumenta 20%? 34%
la desviacién estandar de los shock salariales sube a 82  43%
la probabilidad de encontrar un trabajo sube a 30%? 26%

» £Como adaptaria usted el modelo y el cédigo para imponer
un limite al tiempo que puede devengarse beneficios de
desempleo?
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MODEL 5: Precio de una opcién americana

> Una opcién de venta americana le da al inversionista la
opcidén, pero no la obligacién, de vender un determinado
activo a un precio determinado K dentro de un plazo
especificado de T periodos.

» Al inicio de cada periodo t < T, el inversionista observa el
precio del activo subyacente P, y debe decidir si ejecutar la
opcidén, ganando un beneficio de K — P,, o posponer su
ejecucion por al menos otro periodo.

» El logaritmo del precio del activo p; = log P, evoluciona
segln p; 1 = p; + €11 donde los € son serialmente i.i.d.

normales con media u y varianza o2.

> Si el inversionista es neutral al riesgo, y por tanto maximiza el
beneficio esperado descontado a la tasa libre de riesgo,
entonces £cémo evoluciona en el tiempo el precio critico al
cual el inversionista debe ejecutar la opcién?
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Formulacion

Este es un modelo estocastico de horizonte finito, con las
siguientes caracteristicas:

» Una variable de estado continua, el logaritmo del precio del
activo
p: € (—00, 00).
» Una variable de accién binaria, la decision de ejecutar la
opcién
1 ejecutar

Je= .
t 0 no ejecutar.
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> La recompensa es el beneficio de la opcion

0, sij;=0

T, —
' K—exp(p;), siji=1

> Las transiciones del estado siguen

Pt+1 = Pt + €¢41
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Ecuaciéon de Bellman

El valor de una opcién no ejecutada en el periodo t, dado el (log)
precio del activo p, satisface la ecuacion recursiva de Bellman

Vi(p) = max{K —exp(p), OE.Vii1(p+e)}

ejecutar no ejecutar

t=0,1,2,... T, sujeta a la condicion terminal V., =0.
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> Sila opcidn de venta se ejecuta, el inversionista gana un
beneficio inico de K —exp(p) igual a la diferencia entre el
precio del activo y el precio fijado en el contrato.

> Sila opcidn no se ejecuta, el inversionista no obtiene beneficio
pero empieza el siguiente periodo con una opcién valorada en
Vi1 1(p), donde p es el (log) precio del activo en el siguiente
periodo.

> El (log) precio critico del activo p; al cual la opcién debe
ejecutarse en t esta caracterizada por

K —exp(p;) = 6 Ee Vipa(pf +€).
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Solucién numérica

» El método de colocacion requiere que las funciones valor
contingentes en el tiempo sean aproximadas con una
combinacién lineal de n funciones base ¢,:

n
Vi(p) = Vi(p) = Z cedr(P);
j=1
t=0,1,2,...,T.
» Los (T + 1) x n coeficientes ¢, se fijan requiriendo que las

funciones valora aproximadas satisfagan la ecuacién de
Bellman en n p; escogidos apropiadamente.
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Esto requiere resolver recursivamente las (T 4 1) x n ecuaciones
no lineales de colocacién

\A/t(pi) = maX{K—eXp(f’i): 5]Ee \A/t—i—l(pi + 6)}>

t=0,1,2,...,T,i=1,2,...,n, sujeto a la condicién terminal
VT+1 =0.
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Los precios criticos del activo p; a los cuales la opcién de venta
debe ejecutarse en el periodo t se calculan numéricamente
resolviendo A

K —exp(p;) = 6 E¢ Viy1(p; +€)
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Ejemplo 6:
Precio de una opcion americana



» Este modelo lo resolvemos con el cuaderno
dp/05 American Put Option Pricing Model, asumiendo
que T =300, K =1, u=0.0001, o = 0.008, y 6 = 0.9998.
> Las funciones de valor se aproximan con combinaciones
lineales de n = 500 splines ctbico en [—1,1].

» La perturbacion al (log) del precio € se discretiza usando un
esquema de cuadratura de Gauss con m = 15 nodos.
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American Put Option Optimal Exercise Boundary
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Figura 8.14: Frontera de precio de ejecucién de una opcién de venta americana
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Andlisis paramétrico

» El precio critico de ejecucién 300 periodos antes del
vencimiento de la opcién es 0.88.

> £Como cambia este valor si. ..

escenario base 0.88

se duplica la volatilidad del precio? 0.75
la deriva del precio se duplica? 0.91
el precio predeterminado es $1.10? 0.96

» £Como adaptaria usted el modelo y el cédigo para determinar
el precio de una opcion de compra, la cual le da al
inversionista el derecho, pero no la obligacion, de comparar el
activo?
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