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Introduccidén

> Este tema constituye el primer paso para el estudio de la
econometria de series de tiempo

> En esta presentacion, se asumirad que todas las variables son
deterministicas (no estocésticas).

> El interés de esta presentacién es el estudio de las
consecuencias dinamicas de eventos a través del tiempo.

> Se limita la exposicidon a ecuaciones en diferencia lineales.

©Randall Romero Aguilar, PhD EC-4301 / 2020.1 1



Ecuacién en diferencia lineal de orden p

> La variable y; evoluciona como un ecuacién en diferencia de
primer orden cuando depende de sus ultimos p valores

Yt = P1Yt—1 + P2Ys—2 + -+ + PpYs—p + Wy

» Si wy = 0 en todo periodo ¢, obtenemos la ecuacién en
diferencia lineal homogénea

Yt — P1Yi—1 — P2Yp—2 — -+ — GpYi—p = 0

> Nuestra meta es responder a: jcual es el efecto sobre |a
trayectoria de y de un cambio en w?
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Ecuacién en diferencia de primer orden

» Sip =1, la variable 1; evoluciona como un ecuacién en
diferencia de primer orden

Yt = QY1 + wy

» En este caso, la ecuacién homogénea correspondiente es

Yyt — ¢y—1 =0
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1. Solucién por sustituciones recursivas



Solucién de la ecuacién de primer orden

» Dado un valor inicial y_1 y la secuencia
{wo, w1, ..., w}
la ecuacién puede resolverse de manera recursiva como:

yr = " yq + dlwo + ¢ rwy -+ dw—1 +wy
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Multiplicador dindmico: shock transitorio

» La solucién es similar si se desea expresar y;1; a partir de y;
o . -
Yitj = ¢y + P wp+ ¢ w + o+ PWii i1 + Wiy
» El multiplicador dindmico se obtiene simplemente como:

vy _
8’U)t

» El proceso es estable si y sélo si |¢| < 1
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Valor presente

P> Sea [ el factor de descuento. Se define el valor presente:

[o.¢]
VP =" By,

Jj=0

» ;Cudl es el efecto de un cambio en w; sobre el VP de 37?7

5VP Z/@j ayt_;,_] _ iﬁ](ﬁ] _ 1
1—
: =0

B

siempre y cuando |5¢| < 1.
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Efecto de un shock permanente

» Supdngase que el cambio en w; es permanente.

» ;i Qué efecto tiene sobre y en el largo plazo?

8yt+] . ! ik 1
Jlggoz - jlggokz_ogﬁ] T 1-6

Owgyp

siempre y cuando |¢] < 1.
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Efecto acumulado de un shock transitorio

» Se desea la suma de los cambios en y como consecuencia de
un dnico cambio en w;.

» Esto corresponde al ejemplo del VP cuando g = 1:
O > 1
EA = 1920 - = < 1.
jz(:) owy gZO ¢ 1—¢ ||

Notese que el EA de un shock transitorio es igual al efecto de
un shock permanente en el largo plazo.

©Randall Romero Aguilar, PhD EC-4301 / 2020.1 8



Ecuacién en diferencia de orden

» La variable y; evoluciona como un ecuacién en diferencia de
primer orden cuando depende de sus ultimos p valores

Y = O1ye—1 + Gayr—2+ -+ OpYi—p + Wy

» Es muy complicado analizar por sustitucién recursiva la
dindmica de una ecuacién de orden p.

» Afortunadamente es muy simple expresarla como una ecuacién
vectorial en diferencia de orden 1, que se resuelve de manera
similar a la ecuacién escalar.
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Solucién de la ecuacién de orden p

Para resolverla se definen:

o1 P2 @3 bp—1 Op
Yt 1 0 0 0 0 lgt
=" = L0 0 0 v = | .
Ytp+l 00 0 ... 1 0] 0

con lo que la ecuacién de orden p que puede escribirse:
§e=F&1+ v
y resolverse como:

§erj = 61+ Flog+ FF o + -+ Forgj o1+ vy
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Nota:
Descomposicion espectral de una
matriz



Descomposicion espectral de una matriz

Si los eigenvectores de la matriz cuadrada A son linealmente
independientes, entonces

A=CAC!

donde A es la matriz diagonal formada por los eigenvalores de A:

A0 .00
0 X ... O
0 0 ... X\

y las columnas de C son los correspondientes eigenvectores de A.
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Potencia de una matriz

Si A tiene la descomposicién espectral A = CAC~! es facil
calcular su t-ésima potencia:

At = oAt
ya que
A0 0
. 0 A 0
0 O N
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Ejemplo 1:
Resolviendo
Y+ = 09yr—1 — 0.2y 2+ 3



La ecuacion puede escribirse como
=18 ]+ [
Yt—1 1 0 Yt—2 0
Por sustitucién recursiva encontramos

ftz(I+F—|—F2+...+Ft72)v+Ft71§1
—(I-F)'I-F)I+F+F+. . +F2)y+Flg
=I-F) (I-F v+ F 4

Necesitamos una expresién para F*~!. Para ello, buscamos la
descomposicidn espectral de F'.
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Encontramos los eigenvalores de F':

09— —0.2
1 —-A

es decir, Ay = 0.5, \g = 0.4.

- : 1 1
Es facil mostrar que los eigenvectores son y .
| A1 A2

Entonces
1-1
_)\1 /\2 )\1 0 )\1 /\2
F‘L 1“0 A2H1 1| 7
AL Nl 0 1T AT
t—1 _ |A1 A2 1 1 A2
e | T L

1
o [ xR AE0 1 =X
TR 1 1[0 AT [-1on
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Sustituyendo los valores de A1 y Ao

pt-1_ [ 100504 —2(0.5"1 — 0.471)
~[10(0.57t —0.4t7h)  —2(0.572 — 0.4172)

Por otra parte:

Sustituyendo lo anterior en la ecuacién vectorial:

] = 3ty 2] [ mes0a) - aesiady 1)

Yt—1 3 1L10 1 _10(0.5t71_0.4t71) 1_2(0.5t—2_0.4t72) 0
10(0.5°~0.4") —2(0.501—0.41) | (g1
10(0.5071—0.4t71)  —2(0.5072-0.472) (0] =

1010 —10(0.5t71—0.4t1) 10(0.5071—0.4t71)  —2(0.5t72-0.4t72) | L¥0

191 Loz, | [ mosoas) - ooy
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Tomando la primera fila

y =10 —100 (0.5 — 0.4") +20 (0.5" " —0.4""1) +
10y; (0.5 — 0.4") — 2y (0.5 1 — 0.4"7") =

¥ = 10 + 10 (y1 — 10) (0.5" — 0.4") — 2 (yo — 10) (0.5""! — 0.4°71)
=10 4 (10y; — 100) (0.5" — 0.4") 4 (20 — 2yp) (2 x 0.5" — 2.5 x 0.4")
=10 + (10y; — 4yo — 60) 0.5" — (10y; — 5y — 50) 0.4

Si imponemos las 2 condiciones iniciales: yg = 13,y; = 11.3, la
soluciéon de la ecuacién es:

yr = 10 4+ 0.5° + 2 x 0.4°

©Randall Romero Aguilar, PhD EC-4301 / 2020.1 16



Multiplicador dindmico: caso orden p

» De nuevo el multiplicador dindmico se obtiene por derivacioén:

Oy i

=
v,

» El primer elemento de &1, es y;+; y el primer elemento de vy
es wy, por lo tanto:

vy g
D, = I

» Ahora la estabilidad depende de F7.
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Estabilidad

» Que FJ tienda a 0 cuando j crece al infinito depende de los
eigenvalores de F'.

» Si todos son distintos, entonces FV = TAIT~1, donde:

tin otz ..t | [A0 o 0 [ #12 g
FJ: t2.1 t2.2 tg'p 0 )\% .. 0 t2.1 t2.2 t2'p
ti e oo tpp] LOO 0 Lo M] [PT 2 P
» por tanto
Oyt i . . . )
Dt = By = (™) M+ () N+ (™) X
t

=M + N +o oA
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Obteniendo los eigenvalores y los ponderadores

P Los eigenvalores de F' se obtienen de resolver:

Ecuacion caracteristica

|[F = M| = N = 1A — AP — - — 1A — ¢ = 0

> Mientras que ¢; se obtiene de:
p—1
Ai
p

[T\ = Ax)

k=1

ki

C; =

> Notese que:

ettt = (tnt') + (tat?) + - (L) =1
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Dindmica de ajuste

» Dado que

Wi+ i j ]
Tu]t :Cl>\l+02)\2+“'+cp>\%

l=ci+e+ - +g

el multiplicador dindmico es un promedio ponderado de las
potencias de los eigenvalores.

» La forma del ajuste dependera del eigenvalor de mayor valor
absoluto A\jas

» Si0 < Auaz < 1, el MD decae geométricamente.
P Si—1 < Apaz <0, el MD decae alternando
» Si |Amaz| > 0, la serie explota (no converge)
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Nota:
Nimeros complejos



Representacidon de nimeros complejos

Rsin6

©Randall Romero Aguilar, PhD

a+ bi = R(cosf + isinf) =

0 = arctan (b/a)

Reiﬂ

Rcos6

R{z}
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Multiplicacién de nimeros complejos

> Siz= Re? y w= Se, entonces su producto es
2w = RSe0F¥)
> Asi, si elevamos z a la n-ésima potencia:
2" = (Rew)n = R"e™

» Es decir
lim 2" =0« |R| <1
n—0o0
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Potencias de z= 0.95¢e/™6 Potencias de z=1.04¢e/™¢
n/2 /2

3n/2 3n/2

S

Figura: Ejemplos de potencia de nimeros complejos
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Dindmica de ajuste (2)

> ;Como se da el ajuste si ;0. €5 complejo?
» Se sabe que si Ay = a + bi, entonces Ay = a — bi

> Si expresamos \; en coordenadas polares:

, R=+a2+b2
A1 = Rlcosf +isinf] = Re® o= RZOSQ

A2 = Rlcos# —isinf] = Re™% b= Rsinf

» De lo anterior:

X = Rie"? = Ri[cos jO + isin j0)]
)\% = Rie% = Ri[cos jO — isin jO)
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Dindmica de ajuste (3)

» El promedio de estos dos eigenvalores es:

X + o)X, = ¢ R?[cos j0 + isin j0] + ¢ R [cos j0 — i sin j6)]
R [(c1 + ¢a) cos jO +i(cl — c2) sin 56)]

Pero ¢1 y ¢ son conjugados: ¢1,co = o+ 51
= R [2acos jO — 2/ sin j6)

» que en funcién de j es periddica, con frecuencia 6 y periodo
27
0

©Randall Romero Aguilar, PhD EC-4301 / 2020.1 25



Ejemplo de dindmica de ajuste cuando p = 2

Ye=0.9yr-1- 0.9y 2+ w; Ye=0.2y;-1+0.35y; >+ w;
10 10
08
05
0.6
0.0
04
-05 02
0.0
Ye=1.6y:-1—0.64y;—2+w: Yt=0.5yt-1+ 0.5yt 2+ wt
2.0 10
0.8
15 N
06
1.0
04
05 02
0.0 0.0
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
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Valor presente

» Recordando que
aftﬂ' _ Fj

o,
Se tiene que:
& = _
ZB] =) B = (1, BF)"
=0
En este caso su elemento 1,1 es

1
L— 18— hpaff? — -+ — ppfsP
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Efecto acumulado y multiplicador de largo plazo

» Se obtiene del VP en el caso particular en que 5 = 1:

1
l—¢1—p2—-—p
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2. Solucién por combinacion de soluciones
homogéneas y particulares



La estrategia de solucién

Para resolver la ecuacién lineal en diferencia

Yt = P1Ys—1 + Gayp—2 + -+ GpYi—p + Wy

seguimos estos pasos
Paso 1: Formamos la ecuacién homogénea

Yt — P1Yt—1 — P2Yp—2 — - — GpYr—p =0y
encontramos sus p soluciones;

Paso 2: Encontramos una solucién particular;

Paso 3: Obtenemos la solucién general como la suma de la
solucién particular y una combinacién lineal de todas
las soluciones homogéneas;

Paso 4: Eliminamos las constantes arbitrarias imponiendo p
condiciones iniciales en el problema.
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Ecuacion homogénea de primer orden

» Para la ecuacion

Y=0y-1 =Y—oYyi—1=0

» Solucién trivial: ys = 41 = --- = 0, pero no es (nica.

> La expresidn yf = ¢' también es una solucién:

¢ —o(¢) =0

F
Yy Yi1

» Pero si yf es una solucién, entonces AygZ también lo es, para
cualquier escalar A:

Ay} — ¢ (Ayf_l) =A (yf - ¢y?_1> =0
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Condicién inicial para la ecuacién homogénea de primer

orden

» Hemos obtenido que y; = A’ resuelve y; — ¢y;—1 = 0

» Para determinar una valor especifico de A, necesitamos una
condicién inicial.

» Por ejemplo, supongamos que el valor de 3, ent =0 es
conocido. Entonces:

0 _
Yo =A¢" = A=y
» Por lo que en ese caso la solucién de la ecuacién seria

Y = ¢'yo
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Ecuaciéon homogénea de orden p

» Para la ecuacion

Yt — O1Yi—1 — P2Yt—2 — =+ — Pp—1Yi—p+1 — PpYt—p = 0

» Solucién trivial es de nuevo: yy = y—1 = --- = 0.

» Supongamos que la expresion yf = 2! también es una
solucién. Sustituyendo en la ecuacién:

Zt . (z)lztfl _ ¢22t72 L ¢p_1zt*p+1 o (bpztfp =0
P[P — 2Pt — 2P — 2t — $p2°] = 0

> Hemos logrado cambiar el problema original por el de
encontrar los ceros de un polinomio de grado p:

2P — ¢1zp71 — q522p72 — = Pp_12—Pp =0

» Esta es la misma ecuacidn caracteristica que encontramos en

la seccién anterior.
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Resolviendo la ecuacidon caracteristica

» Todo polinomio de grado p tiene exactamente p raices, no
necesariamente distintas o reales.

» Supongamos que z1, 22, ..., Z, son las raices del polinomio.
P Las soluciones homogéneas son entonces

yre {2,452}

» Cualquier combinacién lineal de estas soluciones
Yl = Arz} + -+ + Apzl también es una solucién:

— 11—~ Pplr—p = (Alzi +- Apzzt)) -
b1 (A2l b Ayt gy (AP 4k Ay2hP) =
A1 (Z{ — ¢1zi71 —_— e — ¢pzt_p)+. . .+A (Zt — (blzt_l S — ¢pz}tj_p) =
A (F - ad g bt T (e =) =0
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Ejemplo 2:
Resolviendo
Yy = 0.9y,—1 — 0.2y, o+ 3



Y =09y 1 — 0.2y o+ 3

Paso 1: Resolvemos la ecuacién homogénea
Yyt —0.9yt—1 + 0.2y, 2 = 0O:

22-0924+02=(2—-04)(z—0.5) =0
2€{04,05} = yP, =04" y3, =05
Es facil verificar que son las soluciones:

0.4" —0.9(0.4)" " +0.2(0.4)""
0.5' —0.9(0.5) " +0.2(0.5)" % =

|
o
Z,
[ V)
S
o
N
I
S
+
o
DO
I

Paso 2: Supongamos que y! = ¢, una constante, es una solucién
particular:

c=09c—02c+3 =c=10 =¢4’'=10
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Paso 3: Obtenemos la solucién general como la suma de la
solucién particular y una combinacién lineal de todas las soluciones

homogéneas:
y; = A1(0.4)" + A2(0.5)" + 10

Paso 4: Eliminamos A1, A imponiendo 2 condiciones iniciales:
Yo = 13,y1 =11.3.

13 = A+ A5+ 10 - A+ Ay =K
11.3 =0.4A4; +0.545 + 10 0.44; +0.54, =1.3

entonces Ay = 2, A3 = 1 y la solucién general de la ecuacion es:

y, = 2(0.4)" + (0.5)" + 10
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Podemos también resolver este sistema utilizando el paquete
sympy de Python:

1 |from sympy import Function, rsolve
from sympy.abc import t

y = Function('y')
rsolve(y(t) - 0.9*%xy(t-1) + 0.2*xy(t-2) - 3, y(t)
, {y(0):13, y(1): 11.3})

g wN
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3. Solucién por medio del operador de
rezagos



Introduccidén

» Este tema constituye una herramienta para simplificar el
analisis de ecuaciones en diferencia

» Se asumira que todas las variables son deterministicas (no
estocasticas).
> Se limita la exposicién a ecuaciones en diferencia lineales.
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Ecuacién en diferencia de primer orden

» En este caso
Yt = QYr—1 + wy

» Utilizando el operador de rezagos se resuelve asi:
Yyt = oLy +wy
(1—oL)y = wy
(1+¢L+- +¢'LY) (1 —¢L)yy = (1 + ¢L+--- + ¢' L") wy
(1 _ ¢t+l Lt+1) Yi = Wy + ¢U1t—1 4+ 4 ¢tw0

» Asi
Y = oy + wp + dwi_q + - + Pl
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Solucién de “largo plazo”

» En este caso

(1—9L)yt = wy
(1-¢L) ' (1 - oLy = (L+ ¢L+¢? L2 +... ) w,
Y = wi + qwi_1 + P*wy_o + ...

siempre y cuando |¢| < 0.
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Ecuacién en diferencia de orden p

» La variable y; evoluciona como
= Q1Yt—1 + Payp—2 + -+ Gpys—p + Wy

» Con operador de rezagos:
(1—¢1L—¢oL? = — ¢, LP) yy = wy

» Para factorizar el polinomio es necesario resolver
_ 2
F(2)=1—diz— oz’ = — 2P =0

» Con el cambio de variable z = % obtenemos

L () e () (3 =0
— NPT = GNP~~~ A=y =0

P Esta es la misma expresiéon que se obtuvo con algebra de

matrices: por lo tanto las raices de f(z) son los reciprocos de
las rai nterior
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Estabilidad

» Dada la relacién existente entre las ecuaciones

1= g1z — ¢o2® — - — p2? =0
N = g AP = o NP2 — g A=, =0

esta claro que para que el proceso sea estable es necesario que
las raices de

1— g1z —doz? — - — p2P =0

estén fuera del circulo unitario, esto es, si z; es raiz, entonces
‘Zi| > 1.
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